15.3 O Teorema de Cook

Vamos transcrever a demonstragdo de que CIRCUIT SAT é AP-completo, deixando para as
proximas Notas de Aula a redugdo de CIRCUIT SAT para SAT, como sistematizado em [32].
Destacamos, contudo, que o Teorema de Cook originalmente contempla ambas as variantes
do Problema da Satisfatibilidade Booleana.

Teorema 15.4 (Teorema de Cook). CIRCUIT SAT é N'P-completo.

DEMONSTRAGAO. Ja sabemos que CIRCUIT SAT é um problema da classe NP (cf. Exercicio re-
solvidoi14.4). Resta-nos mostrar apenas que se trata de um problema AN'P-completo. Tome-
mos para tanto uma linguagem L, sobre um alfabeto ¥, qualquer de N'P. O que queremos
mostrar € a existéncia duma reducdo R tal que L <z CIRCUIT SAT. Combinando a Defini-
¢d0 12.3, com o Exercicio 15.2, temos que existe uma MTN N = (Q,X,A,qg) e um inteiro
positivo k tal que, para toda entrada x para N satisfazendo |x| > 2, ty(x) < |x|*. Podemos
também assumir sem perda de generalidade que, para todo g € Q e todo s € ¥, |A(g,s)| = 2
(cf. Exercicio!15.3), de modo que as escolhas em A(g, s) sdo indexadas por 0 e por 1.

Seja x € ¥* uma entrada para N e c € {0, 1}|"|k+1 uma sequéncia de [x¥ + 1 escolhas que
determina uma computagao de N para x, ainda que a computagao nao use todas as escolhas

da sequéncia. Observemos que de T(N, x,¢), a tabua da computagao de N para x sob c:

S . . k_ L . ,
* a primeira linha (indexada por 0) € >, xR =K a primeira célula de cada linha é
sempre 1>, e a ultima célula de cada linha é sempre LJ;

* acelulaT;; para 0 <i < Ix[+1 e 0<j<|xf+1 depende exclusivamente de apenas
trés células da linha superior —a saber, T; 1, T;_1,; e T;_ j;1 — e da escolha feita da
linha i — 1 para a linha i, ou seja, do bit ¢;, sendo ¢ = ¢y¢c;- " Clfk 41 Ou seja, cada célula
Tij € fungaode T; 11, Ti1j, Ti-1,j+1 €c¢i. Ou seja, existe uma funcao f: I3 —T tal que

f(Ti—l,j—llTi—l,lei—l,j+llCi) = Tl] \7/1],0 <i< |X|k +1,0 <j < |X|k +1.

Vamos agora transformar T(N,x,c) numa tabela binaria S(N,x,c). Isso é facil se levar-
mos em consideragdo que cada simbolo y € I' pode ser codificado numa cadeia binaria (y)
com m = [lg|T'|] bits, sendo I o alfabeto de T(N,x,c). Assim, para obtermos S(N, x,c), troca-
mos cada célula T;; em T(N, x,c) pelos m bits que codificam aquela célula: S;;1,S;j2,...,Sijm-
Logo, para cada ¢ € [1..m], cada posicao S;j,, se 0 <i < X[ +1e0<j<|xf+1,¢é funcio de
Si—l,j—l,lf"-rSi—l,j—l,m' de Si—l,j,lf'--lsi—l,j,m! de Si—l,j+1,1r' . -fsi—l,j+1,m e de ¢;. Entao, existem
m funcdes booleanas (3m + 1)-arias Fy,...,F,, tais que

Fei(Sic1j-1,105Sic1,jo1,m Sic1,j,1 -+ Sic1jmr Sic1,j+1,15+ -5 Sic1,j41,m0 €i) > Sijes
Vijt,0<i<|x[F+1,0<j<|xf+1,1 <0< m.

Como toda fungao booleana pode ser computada por um circuito booleano, temos que exis-
tem m circuitos booleanos Cjy,...,C,, que computam respectivamente as fun¢des booleanas
Fy,...,E,.

Finalmente, apresentamos a redu¢ao R no Algoritmo{15.1, A reducao, ao receber x € =*
como entrada, constréi um circuito D juntando varias copias dos circuitos Cy,...,C,,, cada
cOpia para cada bit de cada posi¢ao da tabua da computagao de N para x sob uma sequéncia
de escolhas c¢. Note-se que a reducao R recebe apenas x como entrada, nao a sequéncia c.
Portanto, as portas de entrada do circuito D correspondentes as escolhas de ¢ sdo deixadas
como variaveis, enquanto que todas as outras portas de entrada de D ja recebem os valores-
verdade correspondentes a codificacao de x ou dos simbolos >, >g, € L. O circuito D ainda
incorpora um subcircuito E que testa se o estado final presente na ultima linha da tabua
T(N,x,c¢) é qsim, de modo que a porta de saida do circuito D é a porta de saida de E.
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R(x =x1xp---xy):
se |x| > 2, entao:
encontre a funcao f;

1
2
3 transforme a funcao f nas m funcdes Fy,..., Fy,;;
4 construa os m circuitos Cy,...,Cy;;

5

inicialize um circuito D sobre um conjunto de variaveis X = {cy,...,¢,k 1},
criando uma porta de entrada para cada variavel do circuito;
6 50 <= B S1 < PygosS2 = X155 Spal < X Spa2 < LSSk < L

7 para j de 0 até n¥ + 1, faca:

8 crie m portas de entrada goj1,...,80jm para D rotuladas nao com varia-
veis, mas com os valores-verdade correspondentes aos m bits da codifica-
cao de sj;

9 paraide 1 até n* + 1, faca:

10 crie m portas de entrada gjo1,...,gjom para D rotuladas com os m valores-
verdade correspondentes aos m bits da codificagao de ;

11 para j de 1 até n*, faca:

12 para ¢ de 1 até m, faga:

13 crie uma copia do circuito C¢, chamando sua porta de saida de g,

alimentando suas entradas com as portas gj—1,j-1,1,---,8i-1,j—1,m,
8i-1,j,1s++-»&i-1,jm» §i~1,j+1,1,---,8i~1,j+1,m € a porta de entrada cor-
respondente a variavel c;;

14 crie m portas de entrada g; k1 1,---,8j yk41,, Para D rotuladas com os m

valores-verdade correspondentes aos m bits da codificagao de LJ;

15 incorpore ao circuito D um circuito E alimentado por todas as portas
8k 41,j,0 (0 <j<nk+1,1<€<m) que devolva V se e somente se existe
algum j tal que os valores das portas g,
simbolo s; . parase XU (>, L}

F1j1 8k, jm codificam algum

16 senao, construa o circuito D trivialmente;
17 devolva D.

Algoritmo 15.1
Vamos mostrar que a reducao funciona. Se x € L, entdo, existe alguma sequéncia de es-
colhas ¢ € {0, 1}|"|k+1 tal que o estado final identificado na ultima linha da T(N,x,c) € ggjm-
Valorando-se as variaveis do circuito D com os valores-verdade correspondentes as escolhas
Cloeor Okl obtemos o valor do circuito V, pela defini¢ao do circuito E. Em contrapartida, se
x ¢ L, entdo, toda valoragao das variaveis de D faz o valor do circuito tornar-se F, pois nao ha
sequéncia de escolhas ¢ que faca aparecer na ultima linha da tabua T(N, x, c) o estado ggjy,-
Encerramos a demonstracao alegando que a reducao R se trata de uma redugao polino-
mial, o que se fundamenta pelas observagoes a seguir.

1. Podemos encontrar a func¢ao f na linha 2 construindo todas as possiveis tuplas
3
(Tic1,j-1, Ti1,jp Ticy jr1¢i) €17 x{0, 1}

e calculando a imagem T;; de cada tupla pela funcao f através de uma consulta a tabela
da funcao de transi¢ao A de N. Como |I® x {0,1}| e |A| sdo constantes independentes de
n = |x|, tudo isso pode ser feito em tempo constante, bem como a transformacao de f em
Fi,...,F,, nalinha 3 e a construcdo dos circuitos Cy,...,C,, na linha 4, j&d que m também
€ uma constante que independe de n.

2. Criar as n¥ +1 portas de entrada para D na linha 5 custa tempo O(1¥), mesmo tempo da
linha 6.

3. As linhas 7-8 custam tempo O(n* - m) = O(n*).
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Consulte a bibliografia
para este exercicio!

4. Olaco dalinha 9 é iterado O(n*) vezes, custando cada iteracio:

(a) otempo O(m)= O(1) da linha 10;

(b) o tempo do lago da linha 11, que é O(n* - m) vezes o tempo da linha 13, que é
constante, pois nada na linha 13 depende de #;

(c) otempo O(m)= 0O(1) da linha 14.
5. Como o tamanho do circuito E é proporcional a ¥ + 2, o tempo da linha 15 é O(n*).

Sumarizando, o tempo da reducdo R é
Tr(n) < O(1) + O(n*) + O(n*)(O(1) + O(n*) ) + O(n*) = O((n")?),

polinomial como queriamos. ¢

15.4 Exercicios

Exercicio 15.1. Mostre que o Problema da Parada é N'P-dificil.

Exercicio 15.2. Mostre que, se M é uma Maquina de Turing — Deterministica ou Nao-
deterministica, tanto faz — com complexidade de tempo polinomial, entao, existe um inteiro
positivo k tal que, para toda entrada x para M satisfazendo [x| > 2, tp;(x) < |x[k.

Exercicio 15.3. Mostre que para toda MTN N existe uma MTN N’ com dy- = 2 que decide
L(N).

Exercicio 15.4. Construa uma Maquina de Turing M com uma s¢ fita que decide se um
numero representado em bindrio é uma poténcia de 2. Construa T(M, x) sendo x = 100 (que
representa o numero 4). Construa também S(M, x).

Exercicio 15.5. Mostre que a redugao construida na demonstragao do Teorema de Cook
pode ser implementada em espago logaritmico.
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