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Arvore Binaria

Uma arvore binaria é ou um nodo externo ou um nodo in-
terno conectado a um par de arvores binarias, chamadas de
subarvore esquerda e subarvore direita do nodo.

Representacdo

typedef struct nodo *ApNodo;
struct nodo {

Tipoltem item;

ApNodo esq, dir;
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Propriedades das Arvores Binarias

Prop. 1: Uma arvore bindria com N nodos internos tem
N + 1 nodos externos.

Prova: por inducdo no niimero de nodos internos N
Base: N = 0: caso com a arvore vazia e apenas um nodo externo
Passo da indugcdo: N > Q: a raiz de uma arvore bindria tem

» na subdrvore esquerda: k nodos internos, onde 0 < k < N —1
» na subdrvore direita: N — k — 1 nodos internos
Por hipdtese da indugao:
» subarvore esquerda tem k + 1 nodos externos
» subarvore direita tem N — k — 1 + 1 nodos externos

Assim, a arvore tem (k+ 1)+ (N —k —1+1) = N+ 1 nodos
externos.
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Propriedades das Arvores Binarias

Prop. 2: Uma &rvore bindria com N nodos internos tem 2N
arestas.

Prova:

» Todos os nodos internos, exceto a raiz tem uma ligacdo com
seu unico pai: N — 1 arestas

» Pela Prop. 1, existem N + 1 nodos externos, cada um com a
ligacdo com o seu pai: N + 1 arestas

Total de arestas: (N —1)+ (N +1)=2N
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Comprimento do Caminho da Arvore

O Comprimento do Caminho da Arvore é a soma do nivel de
todos os nodos da arvore.

» o comprimento do caminho interno da adrvore é a soma do
nivel de todos os nodos internos

» o comprimento do caminho externo da arvore é a soma do
nivel de todos os nodos externos
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Exemplos: Arvores bindrias com 10 nodos internos

%zﬁ%%

Altura="7 Altura=4 Altura =10
Caminho interno = 31 Caminho interno = 19 Caminho interno = 45
Caminho externo = 51 Caminho externo = 39 Caminho externo = 65
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Implementacdo de Funcoes

» Contagem de nodos internos da arvore
» Determinar a altura da arvore

» Calcular o comprimento do caminho da arvore
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Funcdo: Contagem de nodos internos

int contaNodo( ApNodo p ){
if( p == NULL )
return 0;
return 1 + contaNodo( p->esq ) + contaNodo( p->dir );
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Func3do: altura da arvore

int altura( ApNodo p ){
int he, hd;

if( p == NULL )
return O;
he = altura( p->esq );
hd = altura( p->dir );
if( he > hd )
return he+1;
else
return hd+1;
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Funcado: célculo do Comprimento do Caminho da Arvore

int comprimentoCaminho( ApNodo p, int h ){
if( p == NULL )
return h;
return h +
comprimentoCaminho( p->esq, h+1 ) +
comprimentoCaminho( p->dir, h+1 );

}

chamada: comprimentoCaminho( raiz, 0 );
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Propriedades das Arvores Binarias

Prop. 3: Uma &rvore bindria com N nodos internos e com
comprimento do caminho interno de X, tem comprimento do
caminho externo de (X + 2N).
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Comprimento Externo = Comprimento Interno +2N

Arvore vazia Insercao de 1 nodo

no nivel 0
=

Nodos internos = 0 Nodos internos = 1
Comprimento interno = 0 Comprimento interno = 0
Comprimento externo = 0 (anterior 0 + novo nodo 0)

Comprimento externo = 2
(0+1) + (0+1) 2 novos

A insercao de um nodo interno no nivel k
aumenta k no comprimento interno e k+2
no comprimento externo.

insercao no niv L‘i Repetindo este processo N vezes:
J comprimento externo = comprimento interno+2N
Nodos internos = 10 Nodos internos = 11
Comprimento interno = 31 Comprimento interno = 35
Comprimento externo = 51 (anterior 31 + novo nodo 4)

Comprimento externo = 57
(4+1) + (4+1) 2 novos
—4 (externo substituido pelo interno)
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Pergunta

Como alterar a fungdo comprimentoCaminho para obter o
comprimento do caminho interno e comprimento do caminho
externo?
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Propriedades das Arvores Binarias

Prop. 4: A quantidade maxima de nodos no nivel d de uma
arvore bindria é 29,

Nivel 0: 1 nodo
Nivel 1: 2 nodos
Nivel 2: 4 nodos
Nivel 3: 8 nodos
Nivel 4: 16 nodos
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Arvore Bindria Completa de altura h

Uma drvore binaria completa de altura h é uma arvore binéria
na qual todos os nodos externos estao no nivel h.

Prop. b5: a quantidade de nodos em uma arvore binaria
completa de altura h é 2h+1 — 1.
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Propriedades das Arvores Binarias Completas

Prop. 6: A quantidade de nodos internos em uma &rvore
binaria completa de altura h é 2/ — 1.

Consequéncia direta das Propriedades 4 e 5.

A altura de uma arvore bindria completa com N nodos inter-
nos é Ig(N + 1).

> Ig(1024) = 10
> /g(1.000.000) = 19
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Arvore Binaria Quase Completa de altura h

» todos os nodos externos estao no nivel h ou h—1

» se um nodo n na arvore tem algum descendente direito
no nivel h (o maximo da arvore), entdo todos os nodos
externos que s3o descendentes esquerdos de n estio
também no nivel h.
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Arvore Binaria Quase Completa de altura h

b
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Numeracdo dos nodos:
» num(raiz) =1
» num(n) = 2 * num( pai(n) ) se n é filho esquerdo do seu pai

» num(n) = 2 * num( pai(n)) + 1 se n é filho direito do seu pai
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Arvore Binaria Quase Completa de altura h

P a altura de uma arvore binaria quase completa com N nodos
internos é [(Ilg(N +1))].

P esta drvore tem a quantidade de nodos internos entre uma
arvore binaria completa de altura h — 1 (com 2/~! — 1 nodos
internos) e uma arvore bindria completa de altura h (com
(2" — 1) nodos internos).
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Exemplo de Utilizacdo de Arvores Bindrias

Representacdo de expressGes aritmeticas

a+((b—c)=xd/(exf))
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Referéncias

» Secoes 5.1 e 7.2 do livro " Estruturas de Dados Usando C"de
Tenembaum, Langsam e Augenstein

» Secoes 5.4 e 5.5 do livro do Sedgewick
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