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Resumo

Limites inferiores para ordenagdo por comparagdo entre
elementos do conjunto
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Objetivos da aula

@ Mostrar que o limite inferior para ordenacdo por comparacio é
n.logx(n)
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Motivacao

@ Serd que é possivel ordenar com menos de n.log(n)
comparacdes entre os elementos do conjunto?

@ Veremos que, no caso geral, ndo é
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Ordenacao por comparacdo entre os elementos do conjunto

@ Nos estudamos os custos dos niimeros de comparacdes entre
elementos do conjunto

@ Existem outras formas de ordenar
@ Mas este é o caso geral

@ Veremos que existe um limite inferior para isso
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Arvores de decisao

@ E uma arvore bindria que representa as comparacdes entre
elementos executados por um determinado algoritmo de
ordenacao aplicado a uma entrada de um tamanho fixo

@ Exemplo para 3 elementos:
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Representacao

@ Nodos internos: representam as comparacdes feitas pelo
algoritmo

@ Nodos folhas: representam a permutacdo que define a
ordenacdo dos elementos

@ Rétulos nas arestas: representam se a comparagdo retornou
verdadeiro ou falso
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Suposicdo

@ Vamos considerar, sem perda de generalidade, que:

e Todos os elementos do conjunto sdo diferentes, isto é,
v[i] # v[j], para i # j, 1 <i,j < n, sendo n o total de
elementos do conjunto

o Todas as comparagdes podem ser resumidas a v[i] < v[j] (as
outras s3o equivalentes, e ndo h3 igualdade)
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Execucao do algoritmo

@ Executar o algoritmo de ordenag¢do corresponde a percorrer
um caminho na arvore de decisdo da raiz até uma folha

o Cada nodo interno / < j? indica que uma comparacdo foi feita
comparando-se os elementos v|i], v[/]

@ Quando se chega em uma folha o algoritmo estabeleceu a
ordenac3o dos elementos, representada pela respectiva
permutacao
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Em resumo

Qualquer algoritmo de ordenacdo correto deve se capaz de
produzir cada permutacdo de sua entrada

@ Existem n! permutacdes de n elementos

@ Todas estas permutagcdes devem ser alguma folha na arvore de
decisao

@ Caso contrario o algoritmo de ordenagdo n3o é correto

@ Cada uma das folhas deve ser acessivel a partir da raiz por um
caminho que corresponde a uma execug¢do do algoritmo sendo
executado

@ Logo, consideraremos arvores de decisdo nas quais todas as
folhas sdo acessiveis
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Limite inferior para o pior caso

@ O comprimento do caminho mais longo desde a raiz até uma
folha acessivel qualquer representa o nimero de comparagoes
feitas no pior caso do algoritmo que estd sendo executado

@ Logo, o niimero de comparag¢des no pior caso é igual a altura
de sua arvore de decisdo

@ Este é o limite inferior para o pior caso do tempo de execucdo
de qualquer algoritmo de ordenag¢do por comparacao
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Teorema

Qualquer algoritmo de ordenacdo por comparacio exige pelo menos
um ndmero proporcional a n.logz(n) comparagdes no pior caso
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Ideia da prova

@ Basta determinar a altura de uma arvore de decisdo na qual
cada permutacdo aparece como uma folha acessivel

@ Considere uma arvore de decisdo de altura h com [/ folhas
acessiveis correspondente a uma ordenacdo por comparacio
sobre n elementos

@ Cada uma das n! permutacdes da entrada aparece como
alguma folha

@ Logo, temos n! </

@ Lembrando que uma arvore bindria de altura h ndo tem mais
do que 2h folhas, temos

nl<[<2h
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Ideia da prova, continuacao

@ Retomando:

n < [<2h

@ Teorema de Stirling, sendo que e é o niimero neperiano:
. n,, 1
nl = \/27rn(g) (l—i-@(;))
@ Como a funcado logaritmo é monotonicamente crescente:

h > logz(n)

e portanto h < n.logx(n)
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@ O contelido desta aula esta no livro Cormen, Leiserson, Rivest
e Stein, no capitulo 8, secdo 8.1
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Licenca

@ Slides feitos em IATEX usando beamer
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Creative Commons Atribuicdo-Uso N3o-Comercial-Vedada
a Criacdo de Obras Derivadas 2.5 Brasil License.http://
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