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Exercicios

12 de abril de 2010

1. Considere o seguinte algoritmo para o problema de Minimo de Vetor.

M(v,a,b)

Sea=1b
Devolva a
m <+ M(v,a+1,b)
Se v[a] < v[m]
m4a

Devolva m

(a) E verdade que
M(v, a, b) = Minimo' (v, a, b),
para toda instancia (v,a,b) do problema de Minimo de Vetor!?

Justifique.

(b) Seja ¢(n) o nimero de comparagoes entre elementos de v efetu-
adas na execucao de uma instancia de tamanho n do problema.
Expresse c¢(n) como uma recorréncia.

(c¢) Resolva esta recorréncia.

2. Considere o seguinte problema computacional.

Fatorial

Instancia: n € N.
Resposta: n!

s 12 . . .
'Minimo’ refere-se ao algoritmo discutido em aula



(a) Escreva um algoritmo recursivo para resolver o problema.

(b) Seja m(n) o nimero de multiplicagoes efetuadas pelo seu algo-
ritmo para computar a instancia n. Expresse m(n) como uma
recorréncia.

(c) Resolva esta recorréncia.

3. Considere o seguinte problema computacional.

Exponenciagao

Instdncia: (z,n), onde z 20 € Ren € N.
Resposta: 2"

(a) Escreva um algoritmo recursivo para resolver o problema de Ex-
ponenciacao baseado na seguinte observagao.

2" =z x 2", para todo n > 0.

(b) Seja m(n) o numero de multiplicagoes efetuadas pelo seu algo-
ritmo para computar a instancia (x,n). Expresse m(n) como uma
recorréncia.

(c) Resolva esta recorréncia.

4. Sejam f,s: N — N tais que
f(n) =s(n)+ f(n—1) para todo n > b,

Prove que?

n

f(n) = f(b) + Z s(i) para todo n > b.

i=b+1
5. Considere o seguinte problema computacional.

(a) Escreva um algoritmo recursivo para resolver este problema.

(b) Seja s(n) o ntmero de somas de elementos de v efetuadas na
execucao de seu algoritmo para uma instancia de tamanho n. Ex-
presse s(n) como uma recorréncia, usando como tamanho de uma
instancia o valor de

|(v,a,b)| :b—(l+1,

2Sugestao: inducio em n.



Soma de Vetor

Instancia: (v, a,b), onde v é um vetor indexado por [a..b].

b
Resposta: Z v[i]

(c) Resolva esta recorréncia’.

6. O fatorial descendente demn a k é

n

n! )
nk:m: H 1

i=n—k+1

Considere a seguinte generalizacao? do problema do Fatorial (Exercicio 2).

Fatorial Descendente

Instdncia: (n, k), onde n € N, k > 1.
Resposta: ny

(a) Descreva ny recursivamente.

(b) Escreva um algoritmo recursivo para resolver o problema, baseado
na descricao do item anterior.

(¢) Seja m(n, k) o nimero de multiplicagoes efetuadas pelo seu algo-
ritmo para computar a instancia (n, k). Expresse m(n, k) como
uma recorrencia.

Prove’® que m(n, k) = m(k, k) para todo 0 < k < n.

)

e) Expresse m(n,n) como uma recorréncia.
)
)

—
oL

—~

Resolva esta recorréncia.

Use a resposta dos itens anteriores para resolver a recorréncia do
item 6c¢.

—
o

7. Prove que,

VzJ n—(n mod 2)

721 _ n+(n 2mod 2)’
1 - -
2 2

3Sugestao: use o Exercicio 4
40bserve que n! = n,,.
5Sugestao: inducio em n — k.



para todo n € N.

Sugestao: considere separadamente os casos em que n é par ou impar.

8. Seja f: N — N tal que
f(n)=1+f QSD +f ([S-D , para todo n > 2.
Prove que®
f(n)=n(f(1)+1) —1 para todo n > 1.

9. Sejam a < b € Z e sejam
|(a,b)] = b—a+1,

La+bJ
m = ,
2

(a) a+ b é par se e somente se |(a,b)| é impar.

o) flam) = 152

© lom+ 1.0 = |22,

|(a,b;|—1J.

Prove que

@ lam - 1| = |

Sugestao: considere separadamente os casos em que |(a,b)| é par ou
impar.

10. Considere o seguinte algoritmo para o problema de Minimo de Vetor.

M(v,a,b)

Sea=1b
Devolva a

m |52

my < M'(v,a,m)

meo < M'(v,m + 1,b)

Se v[my] < v[mgy]
Devolva my

Devolva ms

6Sugestao: use o Exercicio 7 e faca a prova por inducdo em n.
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(a) Execute M(v, a,b) para as mesmas instancias do problema de Minimo
de Vetor usadas como exemplo em aula.

(b) Seja c¢(n) o nimero de comparagoes entre elementos de v efetuadas
na execugao de M com uma instancia de tamanho n. Expresse ¢(n)
como uma recorréncia’.

(c) Resolva esta recorréncia®.

11. A seqiiéncia de Fibonacci é a funcao F': N — N dada pela recorréncia

n, sen <1,
F(n)=
Fn—1)+F(n—-2), sen>1.

Considere o seguinte problema computacional.

Numero de Fibonacci

Instancia: n € N.
Resposta: F'(n).

(a) Escreva um algoritmo recursivo para resolver este problema.

(b) Seja s(n) o nimero de somas efetuadas pelo seu algoritmo para
computar a instancia n. Expresse s(n) como uma recorréncia.

(c) Prove que’
s(n) = F(n+1)—1 paratodon € N.
12. Seja f: N — N tal que
f(n) =1+ f(n — 2) para todo n > 2.
Prove que!®

n

f(n) = {QJ + f(n mod 2) para todo n € N.

13. Considere o seguinte problema computacional.

"Sugestao: use o Exercicio 9.
8Sugestao: use o Exercicio 8.
9Sugestao: inducio em n.
0Sugestao: inducdo em n.



Reversao

Instancia: (v, a,b), onde v é um vetor indexado por [a..b].

Resposta: O vetor v revertido, isto é, modificado de tal forma que o
primeiro elemento se torna o tltimo, o segundo se torna o
penultimo e assim por diante.

(a) Escreva um algoritmo recursivo para resolver este problema.

(b) Seja t(n) o nimero de trocas entre elementos de v efetuadas na
execucao de seu algoritmo uma instancia de tamanho n do pro-
blema, onde

|(v,a,b)] =b—a+ 1.
i. Expresse t(n) como uma recorréncia.

ii. Resolva esta recorréncia'l.

14. Considere o seguinte algoritmo para o problema de Busca em Vetor.

B(z,v,a,b)

Sea>b

Devolva ndo
r+ B(xz,v,a,b—1)
Se r # nao

Devolva r
Se x = v[b]

Devolva b
Devolva njo

E verdade que
B(z,v,a,b) = Busca(z, v, a,b),

para toda instancia (x,v,a,b) do problema'?? Justifique.

" Sugestao: use o Exercicio 12.
12Busca refere-se ao algoritmo discutido em aula.



15. Considere o seguinte algoritmo para o problema de Busca em Vetor.

16.

17.

18.

19.

20.

B(x,v,a,b)

Sea>b
Devolva ndo

m [452]
Se x = v[m)]
Devolva m
r < B(z,v,a,m — 1)
Se r # ndo
Devolva r
Devolva B(z,v, m + 1,b)

(a) Execute B(z,v,a,b) para as mesmas instancias do problema de

Busca em Vetor usadas como exemplo em aula.

(b) Seja c(z,v,a,b) o numero de comparagoes entre elementos de v

efetuadas na execucao de B(x,v,a,b), e seja

ct(

n) = max {c(z,v,a,b)| |(z,v,a,b)| = n}.

i. Para que instancias (z,v, a,b) do problema temos

ii. Expresse ¢(n) como uma recorréncia ™.

c(z,v,a,b) = ct(n)?

13

iii. Resolva esta recorréncial®.

13Sugestao: use o Exercicio 9.
4 Sugestao: use o Exercicio 28.

Escreva uma versao iterativa do algoritmo pedido no Exercicio 1. Qual
¢é o invariante da iteracao?

Escreva uma versao iterativa do algoritmo pedido no Exercicio 2. Qual
¢é o invariante da iteracao?

Escreva uma versao iterativa do algoritmo pedido no Exercicio 3. Qual
é o invariante da iteracao?

Escreva uma versao iterativa do algoritmo pedido no Exercicio 5. Qual
é o invariante da iteracao?

Escreva uma versao iterativa do algoritmo pedido no Exercicio 6. Qual
é o invariante da iteracao?



21. Escreva uma versao iterativa do algoritmo pedido no Exercicio 13. Qual
¢é o invariante da iteracao?

22. Dizemos que o vetor v[a..b] é um palindromo se a leitura de v na ordem
direta é igual a sua leitura na ordem reversa, isto é, se

(vlal,vja+1],...,v[b—1],v[b]) = (v[b],v[b — 1], ... ,v[a + 1], v]a]).

Considere o seguinte problema computacional.

Palindromo

Instancia: (v, a,b), onde v é um vetor indexado por [a..b].
Resposta: sim se v[a..b] é um palindromo ou ndo, caso contrério

(a) Escreva um algoritmo recursivo para resolver este problema.

(b) Seja c(v,a,b) o nimero de comparagoes entre elementos de v efe-
tuadas na execugao de seu algoritmo para a instancia (v, a,b) do
problema, e sejam

c"(n) = max{c(v,a,b)| |(v,a,b)| =n},
¢ (n) = min{c(v,a,b)| |(v,a,b)| =n},
onde

|(v,a,b)] =b—a+ 1.

i. Descreva as instancias (v, a,b) de tamanho n para as quais
c(v,a,b) = ct(n).

ii. Descreva as instancias (v, a, b) de tamanho n para as quais
s(v,a,b) = c (n).

iii. Dé uma expressao para ¢ (n).
iv. Expresse ¢ (n) como uma recorréncia.

v. Resolva esta recorréncial®.

(c) Escreva uma versao iterativa do seu algoritmo. Qual é o invariante
da iteracao?

15Sugestao: use o Exercicio 12.



23. Seja p um vetor de numeros racionais indexado por [a..b].

¢ < d € Ja.b], vamos denotar por p.4 0 polinémio

Dea(T) = p[C]:UO + ple + 1]1’1 + ... —|—p[d]xc_d.

Por exemplo, se p é o vetor dado por

i {012 ]3]4]5]
pli] |4]8] 15|16 |23 |42 |

entao,

pos(z) = 42° + 8z' + 1527 4 162° + 232 + 422,

poa(r) = 152° 4+ 162" + 232°.

Considere o seguinte problema computacional.

Dados

Avaliacao de Polinomio

Instancia: (p,a,b,x), onde p é um vetor de nimeros racionais
indexado por [a..b] e x é um ntimero racional.
Resposta: p, ().

(a) Usando o algoritmo do Exercicio 3, escreva um algoritmo recursivo

para resolver este problema.

(b) Seja s(p,a, b, z) o numero de somas efetuadas pelo seu algoritmo

para computar a instancia (p, a,b,z) do problema, e sejam

s (n) = min{s(p,a,b,z)| [(p,a,b x)| = n},

onde
|(p,(l,b,l’)| :b_a+1

n) = max{s(p,a,b )| |(p,a,b,z)| =n},

i. Descreva as instancias (p, a, b, z) de tamanho n para as quais

s(p,a,b,x) = s (n).

ii. Descreva as instancias (p, a, b, x) de tamanho n para as quais

s(p,a,b,x) = s~ (n).



iii. Dé uma expressao para s (n).
iv. Expresse s™(n) como uma recorréncia.

v. Resolva esta recorréncia.

(c) Seja m(p,a,b,z) o nimero de multiplicagoes efetuadas pelo seu
algoritmo para computar a instancia (p,a,b,z) do problema, e
sejam

m*(n) = max{m(p,a,bz)||(p,a,b, )| =n},

m~(n) = min{m(p,a b z)||(p,a b x)|=n}.

i. Descreva as instancias (p, a, b, z) de tamanho n para as quais

m(p,a,b,r) =m"(n).

ii. Descreva as instancias (p, a, b, x) de tamanho n para as quais

m(p,a,b,x) =m™(n).

iii. Dé uma expressao para s~ (n).
iv. Expresse m*(n) como uma recorréncia.

v. Resolva esta recorréncia.
(d) Escreva uma versao iterativa do seu algoritmo. Qual é o invariante
da iteracao?
24. Considere o problema de Avaliagcdo de Polinomio apresentado no Exercicio 23.

O Método de Horne para a solucao do problema de Avaliacio de Po-
lindmio (veja o Exercicio 23) é um algoritmo baseado na observagao de
que, dada uma instancia (p, a, b, x) do problema, entao

0, se a > b,
pa,b(x) —
plal + xpat1p(x), sea <b.

(a) Escreva um algoritmo recursivo para resolver o problema de Ava-
liacao de Polindmio usando o método de Horner.
(b) Seja s(p,a, b, z) o numero de somas efetuadas pelo seu algoritmo
para computar a instancia (p,a, b, z) do problema, e sejam
st(n) = max{s(p,a,b,z)| |(p,a,b,z)| =n},
s (n) = min{s(p,a,b,x)| |(p,a,b,z)] =n},

onde
|(p,(l,b,l’)| :b_a’+1
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i. Descreva as instancias (p, a, b, z) de tamanho n para as quais

s(p,a,b,x) = sT(n).

ii. Descreva as instancias (p, a, b, x) de tamanho n para as quais
s(p,a,b,x) = s~ (n).

iii. Dé uma expressao para s (n).
iv. Expresse s™(n) como uma recorréncia.

v. Resolva esta recorréncia.

(c) Seja m(p,a,b,z) o nimero de multiplicagoes efetuadas pelo seu
algoritmo para computar a instancia (p,a,b,z) do problema, e
sejam

m*(n) = max{m(p,a,b, z)||(p,a,b,z)| =n},

m~(n) = min{m(p,a,b,x)| |(p,a,b,z)] =n}.
i. Descreva as instancias (p, a, b, z) de tamanho n para as quais
(

m(p,a,b,x) =m™(n).

ii. Descreva as instancias (p, a, b, x) de tamanho n para as quais
m(p,a,b,x) =m™(n).

iii. Dé uma expressao para s (n).
iv. Expresse m™(n) como uma recorréncia.

v. Resolva esta recorréncia.

(d) Escreva uma versao iterativa do seu algoritmo. Qual é o invariante
da iteracao?

25. Dados n, k € N o coeficiente binomial (Z) ¢ o numero de subconjuntos
de k elementos de um conjunto de n elementos, e é dado por

n\ 0, sen <k,
k n #lk)" SeOS/{ZSn

Considere o seguinte problema computacional:

11



Coeficiente Binomial

Insténcia: (n, k), onde n, k € N.
Resposta: (Z)

(a) Quantas multiplicagoes realiza o seguinte algoritmo para o pro-
blema de Coeficiente Binomial'6?

Binomial(n,k)

Sen<k
Devolva 0

Fatorial
Devolva _Fatorial(n)
atoria

I(k) Fatorial(n—k)

(b) Seja m(n, k) o nimero de multiplica¢oes na execugao do seguinte
algoritmo!?.

Binomial'(n,k)

Sen<k

Devolva 0
FatorialDescendente(n,k)
Devolva Fatorial(k)

Dé uma expressao para m(n, k).

(c) Seja
m*(n) = max{m(n, k)| 0 <k <n}.

i. Para que instancias (n, k) do problema de Coeficiente Binomial
temos
m(n, k) =m"(n)?

ii. Dé uma expressao para m™*(n).

(d) A partir da observagao de que

n n
= < k<
(k) (n— k)’ para todo 0 < k < n,

modifique o Algoritmo Binomial’ de maneira a garantir que

m*(n)=n-—1.

16Fatorial refere-se ao algoritmo dado como resposta no Exercicio 2.
17FatorialDescendente refere-se ao algoritmo dado como resposta no Exercicio 6.
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