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i Erros - Roteiro

m EXxisténcia
m TIpoOS

= Propagacao



i Erros - Existéncia I

= Premissa

= Impossibilidade de obtencao de solucoes
analiticas para varios problemas de
Engenharia.

= Consequéncia

= Emprego de métodos numeéricos na resolucao de
inameros problemas do mundo real.



i Erros - Existéncia 11

m Erro Inerente

Erro sempre presente nas solucoes
numeéricas, devido a incerteza sobre o valor
real.

Ex. 01: Representacao intervalar de dados

(50,3 £ 0,2) cm
(1,57 £ 0,003) ml
(110,276 £ 1,04) Kg

Cada medida @ um intervalo e ndao um numero.



i Erros - Existéncia III

= Método Numérico

Método adotado na resoluciaio de um
problema fisico, mediante a execucao de uma
sequéncia finita de operagoes aritméticas.

« Consequéncia

» Obtencao de um resultado aproximado, cuja
diferenca do resultado esperado (exato)
denomina-se erro.



i Erros - Existéncia IV

= Natureza dos Erros I

» Erros inerentes ao processo de aquisicao dos
dados

» Relativos a imprecisao no processo de
aquisicao/entrada, externos ao processo
numérico.



i Erros Inerentes aos Dados

= Proveniéncia = Processo de agqguisicaol
entrada (medidas experimentais)

= Sujeitos as limitacoes/afericao dos
instrumentos wusados no processo de
mensuracao

= Erros inerentes sao inevitaveis!



i Erros - Existéncia V

= Natureza dos Erros 11

= Erros inerentes ao modelo matematico
adotado

Relativos a impossibilidade de representacao

exata dos fenomenos reais a partir de modelos
matematicos

Necessidade de adotar condicoes que

simplifiquem o problema, a fim de torna-lo
numericamente soluvel



i Erros Inerentes ao Modelo

= Proveniéncia = Processo de modelagem do
problema

= Modelos matematicos raramente oferecem
representacoes exatas dos fenomenos reais

« Equacoes e relacoes, assim como dados e
parametros associados,  costumam ser
simplificados

Factibilidade e viabilidade das solucoes



‘_L Erros - Existéncia VII

= Natureza dos Erros 111

= Ervos de truncamento

» Substituicio de um processo infinito de
operacgoes por outro finito

Em muitos <casos, o0 erro de

truncamento é precisamente a
diferenca entre o modelo matematico e

o modelo numeérico.
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i Erros - Existéncia VII

= Natureza dos Erros 1V

= Erros de arredondamento

Inerentes a estrutura da maquina e a utilizacao
de uma aritmética de precisao finita
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‘L Erros - Existéncia VIII

= Fontes de Erros I

Erros de Aquisicao/
Entrada de Dados

Dados e
Parametros
Erros Inerentes do Modelo
ao Modelo
"",‘-r’"'r | S
Problema Modelo Processamento Solu’gé‘_lo
do Mundo Real Matematico Numerico Numeérica
A r 4 L
... A
Mod,el_o Arredondamento
Numerico
Erros de J
Truncamento
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‘L Erros - Existéncia IX

= Fontes de Erros 11

Erros de Truncamento/Arredondamento

:&’ Erros de Unidade Central Resultado
Aquisicao/Entrada mm com Erros
de Dados

Unidade
de Controle

Unidade Primaria
de Armazenamento

ULA

S

Dispositivos Secondarios
de Armazenamento
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i Erros - Existéncia X

= Representacao Numérica em Maquinas
Digitais 1

= Discreta @ Conjunto finito de numeros em
qualquer intervalo [a, b] de interesse

Implicacdo imediata = Possibilidade de
comprometimento da precisao dos resultados,
mesmo em representacoes de dupla precisao
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‘_L Erros - Existéncia XI

= Resultado na Saida

= Incorporacao de todos os erros do processo

= Quao confiavel é o resultado aproximado?

Quanto erro esta presente no resultado?

Até que ponto o erro presente no resultado é
toleravel?
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i Erros - Existéncia XII

» Acuracia (ou Exatidao)

= Quao proximo um valor
computado/mensurado se encontra do valor
real (verdadeiro)

= Precisao(ou Reproducibilidade)

= QuUao proximo um valor computado/
mensurado se encontra de valores
previamente computados/mensurados
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i Erros - Existéncia XIII

s Inacuracia (ou Inexatidao)

= Desvio sistematico do valor real

s Imprecisao (ou Incerteza)

= Magnitude do espalhamento dos valores
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i Erros - Existencia XIV

s Exatidaox Precisao
Exatidao (Acuracia)

©O

N

Precisao (Reproducibilidade)

-
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‘L Erros - Existéncia XV

= Indicador de Precisao de um Resultado
= Numero de algarismos significativos
Algarismos significativos (as)

Algarismos que podem ser usados com
confianca
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‘L Erros - Existencia XVI

s As de um numero I

= Exemplo 02: Considerem-se 0s seguintes
valores de meédias obtidas em um
experimento estatistico

u=138 0 casas decimais (cd)
u=138,7 1cd
u=138,76 2 cd
u=138,76875 5cd
© =138, 7687549 7 cd

pu=138, 768754927 9cd
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‘_L Erros - Existéncia XVII

s As de um numero I1

= Exemplo 02: Os valores das médias podem
ser representadas como:

u=138 u= 0,138 .103
u=138,7 u=0,1387 .103
u=138,76 u=0,13876 .103
u=138,76875 u=0,13876875 .103
u=138, 7687549 U= 0,1387687549 . 103

u=138, 768754927 = u= 0,138768754927.103
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‘L Erros - Existéncia XVIII

s As de um numero III

= Exemplo 02:
u=0,138 x103
u=0,1387 x103
u=0,13876 x103
u=0,13876875 x103
u=0,1387687549 x10°
u=0,138768754927 x103

3 as
4 as
5 as
8 as
10 as
12 as
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i Erros nos Méetodos I

= Método Numeérico

= Aproximacao da solucao de um problema de
Matematica
Truncamento de uma solucao em série,

considerando apenas um numero finito de
termos

Exemplo 03: exp(x)
. x: x°
exp(x)=) —=1+x+—+—+...
P 1;) n! 2! 3!
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i Erros nos Metodos II

= Exemplo 03: Deteg)minagéo do valor de e.

Lembrar que = Zi Logo:
n!
o n=0
e= Zni! = 2,71828182845905
=0

um truncamento no sexto termo gera:

5
e= Z% = 2,71666666666667

n=0
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‘L Erros nos Métodos 111

= Exemplo 03:
Entao, o erro de truncamento, E;, sera:

= i 2 1
E; = — - —
r Z n! Z n!
n=0 n=0
E; =2,71828182845905 - 2,71666666666667
= E;=0,0016151619238
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i Erros nos Méetodos IV

= Exemplo 04: Determinacao do numero de
termos para a aproximacao de cos(x) com 8

as, considerando x=7/3.

Lembrar que:
= (-1)" x* x* x°
= =1-—+— =+
c0s(x)= 2 art = a1t 4 6t
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i Erros nos Méetodos V

= Exemplo 04: Entao

2

2 2
x _(03z) _ 04444132198 cosx—1— " —0.555867802
2 2 2
4 4 2 4
* _©037) 5030875568 cosx—1—> +* — 0588743370
4 24 2 4
3] G 2 4 &
* _O03%) 000973407  cosx=1-> +* % — 0587769964
6 720 2 4 6

Observe-se que o segundo as nao mais se
alterara.
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i Erros nos Méetodos VI

= Exemplo 04: E que o quarto as nao mais se
alterara a partir de:
x* :(0.3?1')’ 2 oxt X X

=0.00001544 cosx=1-—+21 2 % 0587785404
8 40320 2 4 6 38

= hem o sexto as a partir de:

4 o i J
< _ @35 _ 4 00000152387 T 2 Y T g sgrmsas)
108 3628300 2 4 o 8 10
= hem o oitavo as a partirde:
= _ @3=)" o 2 2 2 P O |
= = $.000000001 02545 xr=1— - =0.587785251
12t 479001600 0.00%¢ ! cosx=1 2+4! @+ﬂ! 10 0
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i Erros nos Méetodos VII

= Exemplo 04:

Assim sendo, o numero de termos para a
aproximacao de cos(x) com 8 as é igual a 7~
(incluindo o termo de ordem o0, igual a 1)
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i Erros nos Metodos VIII

= Exercicio 01: Determinar o numero de
termos para a aproximacao de

. log(1+x) com 8 as, considerando
X = 0,09

.. sen(x) com 6 as, considerando x= 47/3

3. exp(x) com 7 as, considerando x=1/3

Qual a conclusao a que se chega a partir
destes calculos?
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i Erros - Existencia XIX

= Erro de Representacao x Erro de
Truncamento de Digitos

» Erro de Representacao
Associado a conversao numeérica entre bases
(representacao humana e de maquina) ou a
realizacao de operacoes aritmeéticas

» Erro de Truncamento de Digitos

« Associado a quantidade de informacao que a
maquina pode conter sob a forma de um

numero
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i Erros - Existéncia XX

= Representaciao dos numeros reais com um
numero finito de digitos (aproximacao)
Ex. 05: Calculo da area de uma circunferéncia
de raio 100 m

Possiveis resultados:
(1) A = 31400 m?

(2) A = 31416 m? i
(3) A = 31415,92654 m?
Erro de

| |
!

Representacao

7T nao tem representacao finita - 3,14
(1), 3,1416 (2) e 3,141592654 (3)
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i Erros - Existencia XXI

= Representacao dos numeros reais com um
numero finito de digitos (aproximacao)

» Dependéncia da representacao numeérica da
maquina utilizada
0,1,, = 0,00011001100110011...,

Um niamero pode ter
representacao finita em uma
base e nao finita em outra

B Erro de

Representacao Operacoes com dados imprecisos
ou incertos acarretam a

propagacao do erro.
33



Existéncia XXI1I

i Erros -

x EX. 06: Determinar

3000

S = in

a partir de uma calculadora e um
computador, para x; = 0,5 € x; = 0,1

Xx; | Calculadora

Computador

0,5 | S=1500

S= 1500

0,1 | S= 300

S=300,00909424 (precisao simpl/es)

S=299,999999999999720 (precisao dL/p/a)
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‘_L Erros - Existéncia XXIII

Ex. 07: Conversao de o,1,, para a base 2.

0,1,, = 0,00011001100110011...,

0,1,, nhao tem representacao exata na
base 2

A representacao de um nimero
depende da base em uso e do nimero
maximo de digitos usados em sua
representacao.
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‘L Erros - Tipos I

s Absoluto

» Diferenca entre o valor exato de um numero e
o seu valor aproximado (em modulo)

FEA =|x—Xx|
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‘L Erros - Tipos 11

= Relativo

» Razao entre o erro absoluto e o valor exato do
numero considerado (em maodulo)

|x—x|
| x|

ER_=

Erro Percentual,. = ER,. . 100%
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i Erros - Tipos I1I

= Relativo

» Este tipo de erro é utilizado em processos
iterativos pois, sendo o0 processo convergente,
a cada iteracao o valor atual esta mais
proximo mais do valor exato do que o valor
anterior

x =valor anterior
x =valor atual
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i Erros - Tipos IV

= Erro Absoluto - Consideracoes I

« EA,. sO podera ser determinado se x for
conhecido com exatidao

= Na pratica, costuma-se trabalhar com um
limitante superior para o erro, ao invés do
proprio erro (| E | <¢, sendo € é o limitante)

Ex. 08: Para = e(3,14; 3,15)

EA,|=|n- 7| <0,01
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i Erros — Tipos V

= Erro Absoluto - Consideracoes II

Ex. 08: Sejama = 3876,373e b =1,373

Considerando-se a parte inteira de a (a’) o
erro absoluto sera:

EA,=la-d|=0,373

EA,=b-b|=0,373

e a parte inteira de b (b’) , o erro absoluto

sera:
40



i Erros — Tipos VI

= Erro Absoluto - Consideragoes III

= Obviamente, o resultado do erro absoluto €& o
mesmo nos dois casos

= Entretanto, o peso da aproximacao em b € maior do
que em a

41



i Erros — Tipos VII

= Erro Relativo - Consideracao

O erro relativo pode, entretanto, traduzir
perfeitamente este fato, pois:

=~ 0,000096 <10™*

ERa — 09373
3876

ERb — 09373

~0,373<5x10°
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i Erros - Tipos VIII

Ex. 09: Calculo do erro relativo na
representacao dos numerosa =
2112,9 e e =5,3, sendo |EA| <
0,1

|ER,| = |a - a|/|a| = 0,1/2112,9 = 4,7 x 105
|ER,| = |e-¢e|/|e| =0,1/5,3 = 0,02

Conclusao: a é representado com maior
precisao do que e
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i Erros — Tipos IX

s Arredondamento

= Truncamento de Digitos

Quanto menorfor o erro, maior
sera a precisao do resultado da
operacao.
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i Erros — Tipos X

sArredondamento I

Ex. 10: Calculo de /2 utilizando uma
calculadora digital

Valor apresentado: 1,4142136

Valor real: 1,41421356...
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i Erros — Tipos XI

x Arredondamento II

« Inexisténcia de forma de representacao de
numeros irracionais com uma quantidade
finita de algarismos

Apresentacao de uma aproximacao do numero
pela calculadora

Erro de arredondamento
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i Erros — Tipos XII

= Truncamento de Digitos

« Descarte dos digitos finais de uma
representacao exata por Ilimitacoes de
representacio em virgula flutuante .2

Ex.11: Representacao truncada de em
virgula flutuante com 7 digitos

Valor apresentado: 1,4142135
Valor real: 1,41421356...
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‘L Arredondamento e Truncamento I

s Erros de Truncamento e Arredondamento -
Demonstracao

» Em um sistema que opera em ponto flutuante de ¢
digitos na base 10, e seja x:

e X =f.10°+ g,.10°t (0,1<f.<1e 0,1<¢g, <1)
=« Para t =4 e x=234,57, entao:
X =0,2345 .103 + 0,7 . 10™
Jf.=0,2345
g = 0,7
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‘L Erros - Truncamento

= No truncamento, g,.10¢* é desprezado e

x=f..10°

e—t

J0° ' <10

EA_| =‘x—;‘=\gx

EA_ - g..10°" < 10°7!

ER = =
ER, x| |f.|10°+|g. 10" O,1.10°

=10

—t+1
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‘L Erros — Arredondamento I

= No arredondamento simeétrico (forma mais
utilizada):

- 1
f..10° , Se ‘gx‘ < P (9. é desprezado)

= |
|

1
f..10°+10°" ,se ‘gx‘Z— (soma 1 ao ultimo
- digito _ =

50



‘L Erros - Arredondamento I1I

Se ‘gx‘ < 1 , entao:

2
EA,|= ‘x— a_c‘ =|g.|-10°™" < §.1oe‘t
[EA_| g..10°" 0,5.10°" 1 ..

ER.|=" = _t
x| | f.|10°+|g.10°" " 0,1.10° =2
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‘L Erros — Arredondamento III

Se |g.|> 1, entso:
2

‘EA"‘ - ‘x— ;‘ - ‘(fx 10°+ g, -IOH)— (fx 10° + 10‘”)

=[(g, - 1).10°* < ~.10°"

EA, |= ‘ g.10°" —10°" S

-

ER |= ‘

EA,| . 1/2.10% Y2107 1/210" (1 ..,
f.l10° "~ 0,1.10°

< =| =.10
x| |f..10°+10°" 2
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i Arredondamento e Truncamento I

s Erros de Truncamento e Arredondamento

» Sistema operando em ponto flutuante - Base

10
. erBA <10 |ER|<10™™
e
«Er - ° 1' ] nto P
EA, |<—x10°"" ER |<—x10™""
2 2

e

e - n° de digitos inteiros
t - n° de digitos
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i Arredondamento e Truncamento 1II

= Sistema de aritmética de ponto flutuante de 4
digitos, precisao dupla

« EX.12: Seja x = 0,937.104 e y = 0,1272.10°.
Calcular x+y.

» Alinhamento dos pontos decimais antes da
soma

X =0,937.104 e y = 0,001272. 104
x+y = 0,938272. 104

» Resultado com 4 digitos
Arredondamento: x+y = 0,9383.104
Truncamento: x+y = 0,9382.104 54



i Arredondamento e Truncamento III

= Sistema de aritmética de ponto flutuante de 4
digitos, precisao dupla

« EX.12: Seja x = 0,937.104 e y = 0,1272.10°.
Calcular x.y.

» Alinhamento dos pontos decimais antes da
soma

x.y = (0,937.104).(0,1272.10°%)
x.y = (0,937.0,1272).10° = x.y = 0,1191864.10°

» Resultado com 4 digitos
Arredondamento: .y = 0,1192.10°

Truncamento: xX.y = 0,1191.10° 55



i Arredondamento e Truncamento IV
s Consideracoes

= Ainda que as parcelas ou fatores de uma
operacao possam ser representados
exatamente no sistema, nao se pode

esperar que o resultado armazenado seja
exato.

= x e y tinham representacao exata, mas os
resultados x+y e x.y tiveram
representacao aproximada.
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i Arredondamento e Truncamento V

s Ex.13: Sejax =0,7237.104, y = 0,2145.104
e z = 0,2585.101. Efetuar a operacao
X+Yy+z e calcular o erro
relativo do resultado, supondo x, y
e z exatamente representados.

x+y+z = 0,7237.104 + 0,2145.104+ 0,2585.101
=0,7237.104 + 0,000000002145.10% +
0,0002585.104 = 0,723958502.104

» Resultado com 4 digitos
Arredondamento: x+y+z = 0,7240.104
Truncamento: x+y+z =0,7239.104
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i Arredondamento e Truncamento VI

» Erro relativo (no arredondamento):

EAx+y+z
X

0,723958502.10% - 0,7240.10%| _

ER t
0,723958502.10

X+y+z =~ |

I
5,7321.10°° <E'10 3
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i Arredondamento e Truncamento VII

= Sistemas de Virgula Flutuante ( VF)

« Um sistema VF(b, p, q) é constituido por todos
0S humeros reais X da forma:

=T mbt
, em que

b <m<i1-b?

eainda X =0
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i Arredondamento e Truncamento VIII

= Sistemas de Virgula Flutuante ( VF)

= Portanto,
X=t(d d,d,..d_ )b ="

na qual
» p um numero finito de digitos para a mantissa;
» g um numero finito de digitos para o expoente;
» b & a base do sistema.
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i Arredondamento e Truncamento IX

= Sistemas de Virgula Flutuante ( VF)

=« Considera-se que a mantissa é normalizada,
I.e., d #0, exceto a representacao do zero.

= Representam-se na forma VF(b, p, q, Y), onde
Y determina qual método o sistema adota:

Caso Y = A 2 Arredondamento;
Caso Y = T - Truncamento de Digitos.
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i Arredondamento e Truncamento X

= Sistemas de Virgula Flutuante ( VF)

= Unidade de arredondamento (u): majorante do
erro relativo na representacao de um nimero
num dado sistema VF(b, p, q), tal que:

> u= ibI'p em VF(b, p, q, A)
2

» u=b"" emvr®,p,q, D,
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i Arredondamento e Truncamento XI

Ex. 14: Determine as raizes da equacao
x2 + 0,7341x + 0,600.104 = O no
sistema VF(10, 4, 2, T), considerando
que nao existem digitos de guarda no
processamento das operacoes em
ponto flutuante.

a) A partir da expressao utilizada na
resolucao de equacoes quadraticas,
calcule o erros absolutos e relativos
(EA., EA_,,ER_ e ER.)).
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i Arredondamento e Truncamento XI1I

b) Justifique a origem do erro relativo
obtido na menor raiz (em modulo),
sugerindo uma forma de melhoria
numérica para a resolucao de tal

problema.
Solucao:
b+ b2 -
a) x, - bt\b*- 4ac
2a

.ﬂ(b) — 037341-100
JUb*) =(0,7341.0,7341)(10°.10° ) =
0,5389028.10° > fI(b*)=0,5389.10°
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i Arredondamento e Truncamento XIII

Solucao:

a) JU(c)=(0.6000)10*
JU(4)=(0-4000)10"
Ji(2)=(o.2000)10"

Jl(4¢c) =(0,4000.0,6000)(10*.10")

= fi(4¢c) = 0,2400.1073

JUD* - 4¢) = 0,5389.10° - 0,2400.1073 =
(0,5389 - 0,0002400) .10° =

= fU(b* - 4¢) = 0,5387.10°

AG®" - 4¢) = (0,5387.10° )~ = 0,7339.10°
65




i Arredondamento e Truncamento X1V

Solucao:

a) Primeira raiz:
AUC-b - \[b* - 4¢)=-0,7341.10° - 0,7339-10°

. [-b-\yb*-4c)| -0,1468.10"
:‘»ﬂ(x,)_ﬁ[ 2 J_ 0,2000.10"

= fl(x,) =-0,7340.10°
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i Arredondamento e Truncamento XV

Solucao:

a) Segunda raiz:
SU-b + Jb’“’ —4¢€)=-0,7341.10° + 0,7339.10°
ﬁ_ﬂ(x,):ﬁ{-b ++b* —4@]]_ -0,0002.10"

2 0,2000.10"

= fi(x,)=-0,1000.107

o) cancelamento subtrativo (ou
catastrofico) ocorre quando se subtraem
nimeros muito proximos em sistemas de
virgula flutuante.
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i Arredondamento e Truncamento XVI

Solucao:

a) Para calcular os erros cometidos em
FP, & necessario conhecer os valores
exatos das raizes.

Considerando um digito a mais do que
a representacao da mantissa no
sistema, i.e., 5 digitos, obtém-se:

x, =-0,73402.108 x, =-0,81742.10™
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Arredondamento e Truncamento XVII

Solucao:
a) Assim sendo, os erros absolutos e
relativos serao:

[EA,|=|- 0,73402.10° - (-0,7340.10° )= 0,20000.10"

‘:EAx: =|-0,81742.10* - (-0,1000.10°* )| =0,18258.10*

_ | .
ER,|- EA,,|_| 0,2000.10 _=0,27247.10% =|ER, |, =0,003%
| | x, | |-0,73402.10 y

‘ERxI % = 090%

_ | .
ER_ - EA,,|_|0,18258.10 —|=0,22336.10° = |ER_,|_ = 22,3%
| | X2 | _'0,81742.10 4 %
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i Arredondamento e Truncamento XVIII

Solucao:

a) Constatacao:

Apesar dos erros absolutos serem
praticamente iguais, a segunda raiz
apresenta um erro relativo quatro
ordens de grandeza maior do que o
erro relativo cometido no calculo da
primeira raiz.
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i Arredondamento e Truncamento XIX

Solucao:

b) O problema do erro relativo cometido
no calculo da segunda raiz deve-se ao
cancelamento subtrativo, verificado

quando numeros muito proximos se
subtraem em aritmética de virgula

flutuante.
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i Arredondamento e Truncamento XX

Solucao:

b) Para evitar o cancelamento
subtrativo, 2 opg¢oes conduzem ao
mesmo resultado, a saber:

1. Manipulacao da formula para a
determinacao dos zeros

. _-b -|+\/b2’—4e= -b +b*-g¢ -b —b*—4c _
* 2 2 -b —{b*—4¢

b -|+(J1b‘°"—4c _ 2¢ _2¢ _¢
z(b-\/b2-4c -b —b*—g¢ 2x, X,
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i Arredondamento e Truncamento XXI

Solucao:

1. Manipulacao da formula para a
determinacao dos zeros

Assim:
Jx,)= ﬁ(£]= oA oO e - -0,8174.107*

) —0,7340.10°

2. Manipulacao simbodlica da equacao
genérica de segundo grau
ax” +bx+e=alx-x Nx-x,)=
alx,-xx-x,x+x,Xx,)=

ax”-alx,+x, x+ax,x,=>ec= agux2
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i Erros — Propagacao I

= Propagacao dos Erros

=« Durante as operacoes aritmeéticas de um
meétodo, os erros dos operandos
produzem um erro no resultado da
operacao
=« Propagacao ao longo do processo

= Determinacao do erro no resultado final
obtido
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i Erros — Propagacao II

= Ex.14: Sejam as operacoes a seguir,
processadas em uma maquina
com 4 digitos significativos e
fazendo-se: a = 0,3491.104 e
b =0,2345.10°.
(b+a)-a=(0,2345.10°+0,3491.104)
-0,3491.104=0,3491.104-0,3491.104
= 0,0000
b+(a-a)=0,2345.10°+(0,3491.10%-
0,3491.104)=0,2345+0,0000
= 0,2345
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i Erros — Propagacao III

= Os dois resultados sao diferentes, quando
nao deveriam ser.

(b+a)-a=0,0000e b+ (a-a)=0,2345

= Causa

Arredondamento da adicao (b + a), a qual tem 8
digitos = Cancelamento subtrativo de (b + a) -
a devido a representaciao de maquina com 4
digitos
A distributividade é uma
propriedade da adicao.
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i Erros — Propagacao IV

= Resolucao numeérica de um problema
« Importancia do conhecimento dos

efeitos da propagacao de erros
Determinacao do erro final de uma
operacao
Conhecimento da sensibilidade de um

determinado problema ou meétodo
numerico
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i Erros — Propagacao V

= EX. 15: Dados a=50*t3eb=211%1,
calcular a + b.

» Variacaode a = 47 a 53
» Variacaode b = 20 a 22
» Menor valor da soma = 47 + 20 = 67
» Maior valor da soma = 53 + 22 = 75
Pa+b=(o+21)tgq=71t4=> 67a7;5
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i Erros — Propagacao VI

= EX. 16: Dados a=50*t3eb=21%1,
calcular a - b.

» Variacaode a = 47 a 53
» Variacaode b = 20 a 22
» Menor valor da diferenca = 47 —20 = 25
» Maior valor da diferenca = 53 —22 =33

»Pa-b=(0-21)t4=29%t4= 25a 33

Na subtracao, os erros absolutos se somam,

pois sempre se admite o pior caso.
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i Erros — Propagacao VII

= EX. 17: Dados a=50*t3eb=211%1,
calcular a.b.
» Variacaode a = 47 a 53
» Variacaode b = 20 a 22
» Menor valor do produto = 47 .20 =940
» Maior valor da produto = 53 .22 = 1166
Pa.b=(ox3z)x(21%1)
~ 1050 * (3.21 + 50.1)
~ 1050 ¥ 113 = 937 a 1163
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i Erros — Propagacao VII

= EX. 18: Dados a=50*t3eb=211%1,
calcular a.b.

» Consideracoes

= Despreza-se o produto 3.1, por ser muito
pequeno diante de (3.21 + 50.1) = 113

= Ligeiramente diferente do verdadeiro
intervalo, por conta da desconsideracao
do produto 3.1, assumido como

desprezivel
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i Erros — Propagacao X

= Analise dos Erros Absoluto e Relativo

=« EXpressoes para o determinacao dos erros
nas operacgoes aritmeéticas

=« Erros presentes na representacao das
parcelas ou fatores, assim como no
resultado da operacao

« Supondo um erro final arredondado,
sendo x e y, tais que:

x=X+FEA ey=y+EA,
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‘L Erros — Propagacao XI

O Adigﬁo
= Erro Absoluto

x+y=(x+EA)+(y+EA)=
(x+y)+(EA, +EA))

= Erro Relativo
EA

ER,, =— ¥ =ERx(_x_]+ERy[_

xX+y

83



‘L Erros — Propagacao XII

= Subtracao
= Erro Absoluto

x-y=(x+EA )-(y+EA)=
(x-y)+(EA,-EA))

= Erro Relativo

FA,_ X
ER,  =—*Y-ER|-—"~—|-ER,
X-y
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‘L Erros — Propagacao XIII

= Multiplicacao
= Erro Absoluto

x.y=(x+EA )y+EA )=xy+y.EA, +XEA, +(EA, .EA )

x.y~(x+EA, )y +EA, )= X.y +§.EA, + XEA, muito pequeno

= Erro Relativo

ER, =ER_+ER,
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‘L Erros — Propagacao XIII

= Divisao
= Erro Absoluto

Simplificacao:

( )

%+EA) (X+EA 1 1 _EA, (EAyT_(%T
£=(f+ x)=(x+_ x)- E 1+ A g )
y W+EA) ¥ 1, EA ;

\ Yy J/ (desprezam-se os termos de poténcia >1)
x X EA, _XxEAy_Y-EA,-XEA,
y ¥y Uy y© y©
=« Erro Relativo
ER,, = ER,~ ER,
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‘L Erros — Analise I

Ex. 19: Calculo de ER(x+y)
EA

ER,, =—"-" +RA
X+Yy
EA.=FEA,= o,
ER,., =RA .. EA,,,=0
_ 1 —t+1
ER,., |=|RA|<—x10
2

Como x e y sao exatamente representados, ER,.,, se
resume ao Erro Relativo de Arredondamento (RA) no
resultado da soma.
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i Erros — Analise II

= Sistema de aritmética de ponto flutuante de
4 digitos, precisao duplal

= EX. 20: Seja x = 0,937.104, y = 0,1272.10° e z
= 0,231.10°, calcular x+y+z e ER(.,..»
sabendo que x, y e z estao exatamente

representados.

Solucao:

Alinhando as virgulas decimais:
X =0,937000.10%
Yy = 0,001272.104 e
Z = 0,000231.104
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i Erros — Analise III

Ex. 20: Seja x = 0,937.104, y = 0,1272.10° e z
= 0,231.10', calcular x+y+z e ER(.,..»
sabendo que x, y e z estao exatamente

representados.
Solucao:
A soma é feita por partes: (x+y)+z
x+y = 0,9383 . 104
x+y+z=0,9383 . 104 + 0,000231 . 104
x+y+z=0,938531. 104
x+y+z = 0,9385. 104
(apos o arredondamento)
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‘L Erros — Analise IV

Solucao:
e
ER,,., -ER| 'Y | Er| 2 | Ra
\X+y+z, X+y+z
[
ER,., , =ER|—"Y_|+RA
\X+Yy+2)
F— —
ER,,  =RA| Y | RA=RA| XY _.,| EA,=O,
\X+tY+2 xX+y+z - ER,=0
X + 1 »
‘ERWHZ < Y_11|tx10™"
X+y+z 2
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‘_L Erros — Analise V

Solucao:

X+ 1
< (_y_ +1)—.10 t+a

|ER
xX+y+z 2

X+Y+2Z

4
< (0’9383'10 + 1) 1 1073

E
I Rerysr 0,9385.10* 2

\ER

X+Yy+z

<0,9998.107°
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i Erros — Analise VI

= Ex. 21: Supondo que u é representado
em um computador por u, que
é obtido por arredondamento.
Obter os limites superiores para
os erros relativos de v = 2. u e
w=u + Uu.
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‘_L Erros — Analise VII

= Ex. 21:
Solucao:

v=2.Uu

ER, =ER,+ER.+RA=RA+RA=2.RA

[ER, ;| < 2.L.10"

2

ER,|<10™"
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‘_L Erros — Analise VIII

= EX. 21:

Solugado: ,, _ ;.11

IERwI = 2-IRA| < 2,£.10—t+1 — 10~

ER,|=|ER,|<10™"



i Erros — Sumario I

1. Erro Relativo da Adicao > Soma dos
erros relativos de cada parcela,
ponderados pela participacao de cada
parcela no total da soma.

2. Erro Relativo da Subtracao = Soma dos
erros relativos do minuendo e
do subtraendo, ponderados pela
participacao de <cada parcela no
resultado da subtracao.
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i Erros — Sumario I1I

3. Erro Relativo da Multiplicacao = Soma
dos erros relativos dos fatores.

4. Erro Relativo da Divisao = Soma

dos erros relativos do dividendo e do
divisor.
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i Erros — Exercicio I

Seja um sistema de aritmética de ponto
flutuante de 4 digitos, base decimal e com
acumulador de precisao dupla. Dados os
numeros x = 0,7237.104, Yy = 0,2145.10°3 €
z = 0,2585.10°, efetuar as seguintes
operacoes e obter o erro relativo nos
resultados, supondo que x, y, e z estao
exatamente representados.

a) x+y+z b) x-y-z C) x/y
d) (x.y)/z e) x.(y/z) f) (x+y).z
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i Erros — Exercicio 1II

= Supondo que x é representado num
computador por x e obtido por
arredondamento, determinar os Ilimites

superiores para os erros relativos de:
a) b)

u=3.x WwW=xX+xX+X

C) u=4.x d) w=xX+X+x+Xx

98



i Erros — Exercicios III

= Sejam 1 e u as representacoes de i e u
obtidas em um computador por
arredondamento. Deduzir expressoes de
limitante de erro, a fim de mostrar que o
limitante de erro relativode u=3.x.y é

v=(X¥+x+Xx)y
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i Erros — Exercicio IV

= Um computador armazena numeros reais

utilizando 1 bit para o sinal do numero, 7 bits
para o expoente e 8 bits para a mantissa.
Admitindo que haja truncamento, como
ficarao armazenados os seguintes numeros
decimais?

a)n, = 25,5 b) n, = 120,25 C)n,=2,5

d) n, = 460,25 €)n.=24,005
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i Erros — Exercicios V

Considerando o sistema de virgula
flutuante F(10, 4, 2, T):

1,023x% + 0,3714x + 0,5999.10° =0

e a inexisténcia de digitos de guarda (o
processador pode ter mais digitos do que
a memoria, sendo os digitos adicionais
denominados digitos de guarda) no

processamento das operacoes em ponto
flutuante.
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i Erros — Exercicios VI

a)

b)

Determinar os zeros da equacao a partir
da formula resolvente;

Calcular os erros absolutos cometidos
nos calculos dos dois zeros;

Explicar a origem do erro relativo
resultante do calculo da menor raiz (em
modulo), sugerindo uma forma de

melhoria numeérica para a resolucao

deste problema.
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