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Meétodos Iterativos

= Motivacaol

= Ocorréncia em larga escala de sistemas lineares
em calculos de Engenharia e modelagem cientifica

Exemplos:

Simulacoes de processos quimicos
Simulacoes de dispositivos e circuitos

Modelagem de processos geocientificos e
geoambientais

Analise estrutural
Biologia estrutural
Modelagem de processos fisicos



Meétodos Iterativos

= Motivacao II

= Tendéncia a existéncia de matrizes de coeficientes a
grandes e esparsas
Grandes = Comum para n > 100.000

Esparsas = Maioria dos coeficientes nulos

= Resolucao de sistemas esparsos por meétodos
diretos

Processos de triangularizacao e fatoracao > Onerosos,
por nao preservarem a esparsidade original, que pode

ser Gtil por facilitar a resolucao do sistema.



i Meétodos Iterativos

= Motivacao III

= Métodos mais apropriados para a resolucao de
sistemas de natureza esparsa > Métodos iterativos

Gauss-Jacobi

Gauss-Seidel



Meétodos Iterativos

= Sistemas Esparsos no MATLAB

« >>help issparse = Teste de esparsidade

= >>help sparse = Conversao de matriz cheia
em matriz esparsa

« >>help full = Conversao de matriz esparsa

em matriz cheia

= Geracao de Matrizes Esparsas:

>>help sprand > Geracao de matriz esparsa
aleatoria

>>help sparndsym = Geragao de matriz esparsa
simeétrica aleatoria



i Meétodos Iterativos

= Métodos para Sistemas Esparsos no MATLAB

« >> help pcg = Gradiente Conjugado

= >> help cgs = Gradiente Conjugado
Quadratico (CGS)

« >> help bicg = Gradiente BiConjugado (BiCG)

= >>help bicgstab = Gradiente BiConjugado
Estabilizdo (BiCGSTAB)

= >>helpgmres = Residuo Minimo Generalizado
(GMRES)

« >>help gmr = Residuo Quase Minimo (QMR)



Meétodos Iterativos

= A partir de uma estimativa inicial x/ consistem em
encontrar uma seqiiéncia de estimativas x/ que

convirja para uma solucao do SEL apos um numero
suficientemente grande de iteracoes.
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Meétodos Iterativos

= Vantagem = Menos suscetiveis ao acumulo de
erros de arredondamento do que o método de
Eliminacao de Gauss.

= Lembretes importantes:

= Como todo processo iterativo, estes meétodos
sempre apresentarao um resultado aproximado,
que sera tao proximo do resultado real
conforme o numero de iteracoes realizadas.

= Além disto, também é preciso ter cuidado com a
convergéncia destes métodos.



Sistemas de Equacoes Lineares

Métodos Iterativos
= Transformacao do sistema linear Ax=H em
xX=Cx+g
= A: matriz dos coeficientes, n x m
= X: vetor das variaveis, n x 1;
= b: vetor dos termos constantes, n x 1;
« C:matriz, nxn; e

= g:vetor, n x 1,

= Meétodos a estudar

= Gauss-Jacobi
= Gauss-Seidel



Metodo de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Jacobi

= Conhecida a estimativa inicial, x(®, obtém-se
consecutivamente os vetores:

xB =Ccx? +g, (primeiraaproximac®)

x?) =cx" +g, (segundaaproximacas)

x®) = cx*1 g, (k-ésimaaproximacd)

= De um modo geral, a aproximacao x(k+1) & calculada
pela formula:
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‘L Metodo de Gauss-Jacobi

= Método de Gauss-Jacobi
= Da primeira equacao do sistema:
Q11 Xq + @17 X5 + ... a3, X3 = by
obtém-se: x; = (1/a41) (by - a15%X5 = «.. =a3, X3)
e, analogamente,

X = (1/a33) (b - @31 X4 = ... =a3, X;)

X = (llann) (bn = An1 X1 = «x " App-1 xn-1)
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i Método de Gauss-Jacobi

= Meétodo de Gauss-Jacobi

= Desta forma, para x = C x + g, obtém-se: ]

b,
_ - a,
0 -a,/a,; -a;/ay; o -ag,/ag b
b,
SCITIC)Y 0 —y/8; - —ay/ay az;
C=|-a3 /a5 -a3/a;; 0 . -az,/a;;| e 9=|b;
, : : Co as;
T anl/ann - anz/ann —dp3 /ann 0 i b
| Ann




‘L Metodo de Gauss-Jacobi

= Meétodo de Gauss-Jacobi

= Distancia entre duas iteracoes
(k) _ (k) _ (k-1)
d'™ = max‘xi X: ‘

= Critério de Parada

40
di™) = o <€
max|x{* |
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i Metodo de Gauss-Jacobi

= Método de Gauss-Jacobi — Exemplo 13
= Seja o sistema:
10X, + 2X, + 3x3 =7
X; + 5X,+ %X3=8

2x, + 3X, +10x; =6

= DeterminacaodeCeg
0 -2/10 -3/10
C=|-1/5 0o -1/5 g-=
-1/5 -3/10 ©

;‘m U1 0 ;|\1
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‘L Metodo de Gauss-Jacobi

= Método de Gauss-Jacobi — Exemplo 13

= Assim, considerando como estimativa inicial:

07"
X, =(-1,6
_0,6_

e ¢ = 0,05, obtém-se:

x=cx?+g=

0,84
1,34

10,94

e

| x,(}) - x,(9] =0,14
|x2(1) — xz(o) | = 2,94
| x5(1) = x50 | =0,34
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i Método de Gauss-Jacobi

= Método de Gauss-Jacobi — Exemplo 13

= Assim:

0,150
x® = x4 g=|1,244| =d @ = 2%

=0,7315>¢
0,030 1,244

e, analogamente:

'0,4422]
x(® = Cx? + g=|1,5640| =d =932
0,1968 1,5640

=0,2046>¢€
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‘L Metodo de Gauss-Jacobi

= Método de Gauss-Jacobi — Exemplo 13

= Igualmente:

'0,3282]
x®=cx® +g=11,4722| = d. ¥ = 0,1544 4 10495 ¢
10,0424 1,4722

e, finalmente:

'0,3929]
x) =Cx*® + g = 1f5259 d ®) = . E064

10,0927

=0,0424< ¢

- 1,5259
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Meéetodo de Gauss-Seidel

Método de Gauss-Seidel

= Similarmente ao método de Gauss-Jacobi, conhecida a
estimativa inicial, x(°), obtém-se consecutivamente os
vetores x(1), x(2), ..., x(k)

= Todavia, ao se calcular x;(k*1), usa-se todos os valores
X (+1), x,(k*1) .., x;.,(¢+1) que ja foram calculados e os
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Meéetodo de Gauss-Seidel

Método de Gauss-Seidel

= Descricao I
= Seja o seguinte sistema de equacoes:
Qy1:X; + 55X, +Qy3:X3 + "+ Ay, 1:X,,_1 + A1,-X,, =Dy
Ay1:X; + A55:X5 + Qy3.X3 + "

Q,1:Xy +8,5:Xy +@,3:-X3 + "+ A, 1:X,_1 + A= X, = b,
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Meéetodo de Gauss-Seidel

Método de Gauss-Seidel

= Descricao II

« Isolando x; a partir da linha i, tem-se:
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Meéetodo de Gauss-Seidel

Método de Gauss-Seidel

= Descricao III
= O processo iterativo se da a partir das equacoes:
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Meéetodo de Gauss-Seidel

Método de Gauss-Seidel

= Critério de Parada I

= Diferenca entre duas iteracoes consecutivas,
dada por:
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Meéetodo de Gauss-Seidel

Método de Gauss-Seidel

= Critério de Parada 11

= Fim do processo iterativo = Valor de Mgk+!
suficientemente pequeno para a precisao desejada

23



i Método de Gauss-Seidel

= Método de Gauss-Seidel — Exemplo 14

= Resolver:
5X+y+z=5
3x+4y+z=6
3x+3y+6z=0, com Mk < 5.107%
= Solucao:
x=2(6-v-2)
y=l(6—3x—z)
4
1 1
z=E(—3x—3y):>z=—E(x+y) o



Meéetodo de Gauss-Seidel

= Método de Gauss-Seidel — Exemplo 14

= Quadro de resultados do processo iterativo

x " M y" M/ z" M/ M
-1 . 0 - 1 : :
0,8 2,25 0,65 1 -0,725 2,379 2,379
1,015 0,212 0,92 0,293 -0,967 0,250 0,293
1,009 0,006 0,985 0,066 -0,997 0,030 0,066
1,002 0,007 0,998 0,0013 -1 0,003 0,0013
x=1002 vy=0998 z=-1
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i Meéetodo de Gauss-Seidel

= Método de Gauss-Seidel — Exemplo 14

= Verificacao (substituicao no sistema)

x=1002 y=0998 2z=-1

5.(1,002) + 1.(0,998) + 1.(-1) = 5,008 = 5 OK
3.(1,002) + 4.(0,998) + 1.(-1) = 5,998 = 6 OK
3.(1,002) + 3.(0,998) + 6.(-1) = 0 OK
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Meéetodo de Gauss-Seidel

= Critérios de Convergéncia

= Processo iterativo = Convergéncia para a solucao
exata nao garantida para qualquer sistema.

= Necessidade de determinacao de certas condicoes
que devem ser satisfeitas por um SEL para a garantia
da convergéncia do método.

= Critérios de determinacao das condicoes de
convergéncia

= Critério de Sassenfeld

= Critério das Linhas
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i Meéetodo de Gauss-Seidel

» Critério de Sassenfeld I

= Sejam as quantidades [3; dadas por:

1 n
By = 3_11 ‘jzz‘au‘ e Bi =

parai= 2,3, ..., n

n - ordem do sistema linear que se deseja resolver
a;; - coeficientes das equagoes do sistema
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i Meéetodo de Gauss-Seidel

= Critério de Sassenfeld II

= Este critério garante que o método de Gauss-Seidel
convergira para um dado SEL se a quantidade M,
definida por:

for menor que 1 (M<1).
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Meéetodo de Gauss-Seidel

= Critério de Sassenfeld III

= Exemplo 15: Seja A a matriz dos coeficientes e b o
vetor dos termos constantes, dados por:

d;; d;,, d;- A
11 12 13 “14 a21|[31 + |a23| + |324|)
dy; Ay, dy3 dyy

d3; dz; dz3 dzy,

(34]B: + [asa[B, + [334])
dyy A4y Ay3 Ayy

a41|l31 |a42|l32 + |a43|'33)




Critério de Sassenfeld IV

Meéetodo de Gauss-Seidel

= Exemplo 15: Seja A a matriz dos coeficientes e b o
vetor dos termos constantes, dados por:

d;, A5 A3 Ay,
dy; Ay; A3 Ay,
dz; Az, Az3z Az,

dyy Ayp Ay3 A4y

. (a12 + a3 + a14)

(224[Bs + 23] + [324])

By + B +

By + B +

Mostrar que a solucao do SEL a seguir convergira

pelo método de Gauss-Seidel.
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Método de Gauss-Seidel

Critério de Sassenfeld V
= Exemplo 15:
2,0-x, + Xx,-0,2-x;+0,2-x,= 0,4
0,6 x;, + 3-x,-06-x;-0,3-x,=-7,8
-01-x, - 0,2-x,+ x3+0,2-x,= 1,0
04.-x, + 12-x,+08-x;+4,0-x,=-10,0
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Meéetodo de Gauss-Seidel

A b
= Critério de Sassenfeld VI / \'

= Exemplo 15: Solucao

20 1.0 -0.2 0.2 | 04
0.6 3.0 -0.6 -0.3 -7.8

1
Br=5-(1+0,2+0,2)=0,7 -0.1 -0.2 1.0 02 1.0

2
B, %(0607+06+03) 0,44 04 12 0.8 4.0:-10.0
Bs % (0,1.0,7+0,2.0,44 +0,2)= 0,358
Ba %(04 0,7+1,2-0,44 + 0,8-0,358) = 0,2736

M < 1 = Convergéncia da
M-maXf,=0,7 |solucio do sistema a partir do

1<i<n

meétodo de Gauss-Seidel




i Meéetodo de Gauss-Seidel

= Critério das Linhas

= Segundo este critério, um determinado sistema ira
convergir pelo método de Gauss-Seidel, se:

n
E a;| <|a;|, parai=1,2,3,..,n.
j=1

J#i
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Meéetodo de Gauss-Seidel

» Critério das Linhas

= Exemplo 16: O SEL do Exemplo 14 satisfaz o Critério

das Linhas, sendo a verificacao quase imediata, se for
observado que:

ay,|=2>la,|+|a;s|+]an/=1+0,2+0,2=1,4
a,,| =3 > [a,,| +|ay| +|a]|=0,6+0,6 +0,3=1,5
as3|=1>|ag,|+|as,|+[a:;4]=0,1+0,2+0,2=0,5

Q44 =4 >|ay,|+|as,|+|as;/=0,4+1,2+0,8=2,4

Z|aij| <|a;|parai=1,2,3,4.
j=1

J#i
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i Consideracoes Finais

= Tanto o Critério de Sassenfeld quanto o Critério

das Linhas sao condicoes , porém nao

, para a convergéncia do método de
Gauss-Seidel para um dado SEL

= Um dado SEL pode nao satisfazer estes critérios e
convergir

= Um sistema pode nao satisfazer o Critério das
Linhas, porém sua convergéncia sera garantida se
satisfizer o Critério de Sassenfeld
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‘L Meéetodo de Gauss-Seidel

= Critério das Linhas x Critério de Sassenfeld
= Exemplo 17: Seja o seguinte SEL:
10.-x, + X, =23
6-x, +2-x,=18

= O Critério das Linhas nao é , visto que:

= Todavia, o Critério de Sassenfeld é , uma
vez que:

1 1
=—~1=0,1 e =" 6‘0,1 =0,3
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‘L Meéetodo de Gauss-Seidel

= Critério das Linhas x Critério de Sassenfeld

= Exemplo 17: Assim sendo, a convergéncia do SEL é
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Consideracoes Finais

= Embora nao altere a solucao do SEL, a ordem de
aparecimento das equacoes pode alterar sua
convergéncia pelo método da Gauss-Seidel.

« Exemplo 18: Seja o SEL:
-4-x%x,+10-x, =19

5-X;+ 3:X,=15

= Observa-se que na ordem atual de aparecimento das
equacoes, o SEL nao satisfaz o Critério das Linhas
(verificar!!!); logo, sua convergéncia nao é

= Ainversao da ordem das duas equagoes do SEL fara com
que o Criterio das Linhas seja e sua
convergéncia pelo método de Gauss-Seidel
(verificar tambéem!!! ).
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