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Pref�aioA Geometria Computaional �e uma disiplina om reonheimento reente, emboraseja uma das mais antigas �areas de omputa�~ao, sendo anterior aos omputadores.A Computa�~ao tem suas ra��zes na Matem�atia, e a uni~ao destas duas iêniasresulta na Matem�atia Apliada. Aqui temos a aplia�~ao de oneitos das duas paraa solu�~ao de problemas.Dentro da Matem�atia Apliada, a Geometria Computaional se destaa por tratarde um dos mais antigos ramos da Matem�atia, a Geometria, om o que h�a de maispuro em Ciênia da Computa�~ao, a Teoria de Algoritmos.Espero, om este urso, preparado para o II Enontro Regional da SBMAC, divul-gar e inentivar a pesquisa desta disiplina, t~ao pouo povoada aqui no Brasil.Gostaria de agradeer a olabora�~ao de Maria Helena Olinisky, e dos professoresTânia Martins Preto e Alexandre Direne, na orre�~ao de poss��veis erros durante aonfe�~ao deste texto, e ao Departamento de Inform�atia da UFPR, que me deu osuporte neess�ario.
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Cap��tulo 1Introdu�~aoO nome Geometria Computaional �e bastante reente, e se refere ao estudo de algorit-mos para a solu�~ao de problemas geom�etrios. Esta disiplina tem ra��zes bem antigas.Come�ou om a Geometria Eulidiana Cl�assia, que om seus axiomas, determinavaonstru�~oes geom�etrias (algoritmos) baseadas em opera�~oes simples.Este tipo de estudo �ou parado por algum tempo, enquanto a \moda" era a provapor ontradi�~ao, que n~ao gerava nenhum m�etodo ou algoritmo de onstru�~ao. Quandovoltaram a apareer provas onstrutivas, prinipalmente por onta dos omputadores,os algoritmos reapareeram nos estudos geom�etrios. Entretanto, s�o em 1985 foipubliado o primeiro livro sobre o assunto, [PS85℄, esrito por Preparata e Shamos.Alguns autores atribuem aos estudos geom�etrios, o nasimento dos estudos dealgoritmos e suas omplexidades.Nos dias de hoje, os textos j�a s~ao mais failmente enontrados, embora o maisompleto ainda seja o livro de Preparata e Shamos. Apareeram outros omo o livrode Edelsbrunner [Ede87℄, e textos omo [GS89℄, e temos at�e referênias em português,omo [FC91℄.Para abordagens mais profundas, os artigos ainda s~ao a melhor referênia. Os arti-gos do simp�osio anual da ACM em Geometria Computaional s~ao bons representantesdo que se faz atualmente nesta �area.Atualmente existem muitos trabalhos sobre Anima�~ao de Algoritmos, que onsisteem apresentar didatiamente diversos algoritmos atrav�es de imagens e gr�a�os, o queertamente requer opera�~oes geom�etrias.Este texto est�a organizado da seguinte maneira: no segundo ap��tulo ser~ao apre-sentados alguns problemas l�assios e alguns esbo�os de solu�~ao. No tereiro s~aodisutidas algumas das t�enias mais usadas na resolu�~ao de problemas geom�etrios,e no quarto, que �naliza o trabalho, �e feita uma r�apida apresenta�~ao de dois problemasmais omplexos, que exigem t�enias bem mais apuradas.
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Cap��tulo 2Problemas Cl�assiosNeste ap��tulo abordaremos os problemas l�assios da Geometria Computaional, osquais deram in��io ao estudo de formas e�ientes para resolver problemas geom�etrios.2.1 Ponto em Pol��gonoUm problema bastante onheido �e o de saber se um determinado ponto p est�a nointerior de um erto pol��gono plano simples P .Usando o fato de que um pol��gono simples �e uma Curva de Jordan, e por issodivide o plano em duas regi~oes onexas e abertas, podemos onstruir um algoritmoque utilize uma semi-reta partindo de p. Esta semi-reta estar�a alternadamente dentroe fora do pol��gono em quest~ao, mudando de estado nos pontos de interse�~ao om aborda (ver �gura 2.1). Se o n�umero de interse�~oes for impar, o ponto est�a dentro, sefor par, est�a fora.Para alularmos o n�umero de interse�~oes de uma semi-reta r (digamos, horizontalpara a direita de p) om o pol��gono P , preisaremos alular sua interse�~ao om adauma das arestas de P . Perebam que, se a semi-reta r passar por um dos v�erties deP , teremos a ontagem alterada (ver �gura 2.2).Aqui temos duas op�~oes para resolver o problema. Uma �e esolher qualquer outrasemi-reta, por exemplo, girando a semi-reta r pouos graus. Quando nenhum dosv�erties pertener a semi-reta, efetuar o �alulo das interse�~oes. Esta op�~ao tem adesvantagem de ser preiso veri�ar se os v�erties pertenem a semi-reta.A outra op�~ao �e tratarmos de forma difereniada as interse�~oes nos v�erties. Nosasos em que o v�ertie �e m�aximo (ou m��nimo) loal (ver �gura 2.2 (a)), a semi-retan~ao entra nem sai do pol��gono, portanto, para que a ontagem �que erta, o n�umerode interse�~oes deve ser par. Nos demais asos a semi-reta realmente entra ou sai dopol��gono, e o n�umero de interse�~oes deve ser ��mpar (ver �gura 2.2 (b)).Se onsiderarmos ada aresta omo sendo um segmento de reta aberto no extremoinferior e fehado no extremo superior, o n�umero de interse�~oes nos v�erties m�aximosloais ser�a 2 (dois), que �e par, nos m��nimos loais ser�a 0 (zero), que podemos onsideraromo par para os nossos prop�ositos, e 1 (um) nos demais asos.2
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Figura 2.1: SemiretaObservem tamb�em que temos que desartar as arestas horizontais. Tente desobriro motivo!Calular a interse�~ao de uma semi-reta om um segmento de reta �e uma opera�~aosimples, que pode ser feita em tempo onstante. Sendo assim, supondo que o pol��gonoP tem n arestas, temos que alular n interse�~oes, portanto, nosso pequeno algoritmotem omplexidade O(n) no pior aso.
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Figura 2.2: Casos de interse�~ao nos verties
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2.2 Ponto mais Pr�oximoEste problema aparee, por exemplo, quando temos uma arta om um erto endere�odestino, e preisamos envi�a-la para algum posto dos orreios para que seja entregue.Evidentemente, �e onveniente que os arteiros n~ao preisem andar muito para entregaras artas, portanto, a nossa arta deve ser enviada ao posto mais pr�oximo do endere�odestino.O problema ent~ao �e o seguinte: dados n pontos no plano, xi, om 1 � i � n, e umponto destino p, dizer qual o ponto xi mais pr�oximo de p.Uma forma direta e ingênua de ataar o problema �e usar a for�a bruta. Calulamostodas as distânias di = d(p; xi), do ponto p ao ponto xi, e prouramos a menor.Esta forma funiona, mas vamos ompliar um pouo. E se quisermos resolver esteproblema para muitas artas? Ser�a que n~ao podemos fazer melhor?Como os n pontos xi s~ao �xos, podemos organiz�a-los previamente, para que n~aoseja neess�ario alularmos todas as distânias a ada arta. O ideal seria se onseguis-semos guardar em ada ponto do plano a informa�~ao de qual o ponto mais pr�oximo.Como o plano �e in�nito e ont��nuo, isto �e imposs��vel!E se limitarmos o plano? Sim, podemos limitar o plano, j�a que na pr�atia teremoslimites. Limites de pa��ses, por exemplo. Mesmo assim o n�umero de pontos ontinuain�nito. S�o nos resta dividir o plano em um n�umero �nito de regi~oes, para as quaispossamos ahar o ponto mais pr�oximo de forma r�apida.Podemos observar que em torno de ada ponto xi existe uma regi~ao Vi onde qual-quer ponto p 2 Vi tem omo ponto mais pr�oximo o ponto xi. A divis~ao do planonestas regi~oes tem o nome de Diagrama de Voronoi que veremos na se�~ao 3.3.Calular estas regi~oes e saber em qual delas est�a o ponto p n~ao s~ao tarefas f�aeis,mas �e uma op�~ao!Que tal uma id�eia mais simples? Vamos dividir a regi~ao do plano em pequenosretângulos iguais. Saber em qual retângulo est�a o ponto p �e bastante simples (ver�gura 2.3). Voê onsegue desobrir omo?E para saber qual o ponto mais pr�oximo de p? Se, para ada retângulo, guardarmosuma lista de todos os poss��veis pontos, �e s�o usar o algoritmo iniial (for�a bruta) omos pontos da lista do retângulo onde est�a p.Falta ainda saber omo esolher os pontos para as listas. Todos os pontos queest~ao no retângulo R devem pertener �a lista LR do retângulo R. Como um pontox pode estar em um dos v�erties, e o ponto p no outro, qualquer ponto, mesmo forado retângulo, que esteja a uma distânia menor ou igual �a distânia entre x e p deveestar na lista. Ou seja, qualquer ponto que esteja a uma distânia menor ou igual adiagonal do retângulo, dR, de qualquer ponto do retângulo R deve estar na lista (veja�gura 2.4). Como a regi~ao resultante n~ao �e simples, esolheremos o menor ��ruloque englobe esta regi~ao, que ser�a o ��rulo de raio 1:5dR entrado no entro CR doretângulo R. Chamaremos esta regi~ao de UR.Caso n~ao existam pontos na regi~ao UR, oloaremos na lista LR o ponto maispr�oximo do entro CR.O pr�e-proessamento, ou seja, a gera�~ao da malha e das listas LR, demora um4
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Figura 2.3: Subdivis~ao em retângulos de lados l e htempo O(kn), onde k �e o n�umero de retângulos, e a estrutura de dados (listas LR)oupam um espa�o O(kn) tamb�em. Mas se os retângulos tiverem a propor�~ao doslados dentro de um erto intervalo, ent~ao ada ponto xi aparee no m�aximo em umn�umero onstante S de listas ( S � 27 se o menor lado n~ao �e menor que a metade domaior). Isto faz om que o espa�o seja O(n).O algoritmo ent~ao �a da seguinte forma:Dados: a malha de retângulos, as listas LR, e o ponto p.Sa��da: ponto x, o mais pr�oximo de p.Passo 1: Ahe o retângulo R da malha, onde se enontra o ponto p.Passo 2: Calule a distânia de p a todos os pontos da lista LR e ahe o mais pr�oximo,x.Este algoritmo tem omplexidade de pior aso igual a do algoritmo iniial, masomo o n�umero de pontos em ada lista LR �e bem menor que n (na m�edia nS=k,onde S �e a onstante menionada aima), o algoritmo se torna mais e�iente om oaumento do n�umero de retângulos.2.3 Feho ConvexoO feho onvexo FC(X) de um onjunto X � <d �e a menor regi~ao onvexa do <dque ont�em o onjunto X. 5
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Figura 2.4: Regi~ao de pontos pr�oximosAhar o feho onvexo de um onjunto de pontos, por exemplo, �e um problemaque aparee quando queremos organizar o onjunto, agrupar os pontos em uma regi~aosimples.Em quase todos os asos o onjunto X, do qual se quer obter o feho onvexoFC(X), �e um onjunto �nito de pontos, e o feho onvexo ser�a um politopo (veja�gura 2.5).
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Figura 2.5: Feho onvexoComo um politopo pode ser representado? Em dimens~ao 2, temos um pol��gono,que pode ser desrito por uma lista ordenada (no sentido anti-hor�ario, por exemplo)de seus v�erties. Em dimens~ao 3, temos um poli�edro, que preisa de estruturas umpouo mais ompliadas para armazenar as faes que omp~oem a fronteira.Em dimens~oes maiores, as oisas se ompliam ainda mais, pois preisariamos de6



estruturas que representassem as faes de todas as dimens~oes.Uma aplia�~ao interessante para o feho onvexo seria na melhor organiza�~ao dospontos no problema anterior, onde quer��amos saber qual o ponto do onjunto X =fx1; x2; : : : ; xng mais pr�oximo de um erto ponto p. Se o ponto p est�a no interiorde FC(X), usamos o algoritmo que disutimos na se�~ao anterior (om ou sem pr�e-proessamento), se estiver fora, o ponto mais pr�oximo ser�a um dos v�erties de FC(X).Pereba que preisamos usar aqui o algoritmo para saber se um erto ponto est�ano interior de um pol��gono.O feho onvexo pode ser de�nido omo o onjunto das ombina�~oes onvexas dospontos de X = fx1; x2; : : : ; xng.FC(X) = fp = nXi=1 aixij nXi=1 ai = 1; ai � 0gA fronteira �FC(X) de FC(X) �e o onjunto onde no m�aximo d��ndies s~ao maioresque zero, onde n �e a dimens~ao do espa�o.E omo onstruir o feho onvexo de um onjunto X = fx1; x2; : : : ; xng de pontosdo plano?Dividindo o onjunto X em dois usando uma reta vertial, por exemplo, quepasse no meio dos pontos, teremos os onjuntos X1 e X2. Se alularmos os fehosFC(X1) = (xi1 ; xi2; : : : ; xik) e FC(X2) = (xik+1 ; xik+2; : : : ; xin) de X1 e X2, ambosordenados no sentido anti-hor�ario, o feho onvexo de X pode ser alulado omoparte dos dois fehos mais duas novas arestas, que hamaremos de pontes. Veja na�gura 2.6. Assim, alulamos os dois fehos, FC(X1) e FC(X2), reursivamente, at�eque tenham 3 ou menos v�erties (quando o feho �e trivial). S�o resta saber omo aharas pontes.Estas pontes podem ser enontradas failmente a partir de aproxima�~oes suessi-vas. Esolhemos os pontos mais pr�oximos da reta, um de ada lado, digamos xiu 2 X1e xiv 2 X2, e elevamos (desemos) o segmento xiuxiv , ora troando o primeiro, oratroando o segundo (veja �gura 2.7).O algoritmo seria o seguinte:Fa�a a = u e b = v;RepitaEnquanto o ângulo do segmento xiaxib para o segmento xiprox(a)xibfor no sentido hor�ario fa�aa prox(a);Enquanto o ângulo do segmento xiaxib para o segmento xiaxiant(b)for no sentido anti-hor�ario fa�ab ant(b);at�e que n~ao oorra mudan�as;Onde a opera�~ao prox em a retorna o pr�oximo v�ertie, e ant em b, o anterior nalista de v�erties, que deve ser onsiderada irular.7
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Figura 2.6: Pontes para onstru�~ao do feho onvexoO segmento xiaxib resultante �e uma das pontes. Fa�a a mesma oisa para a outraponte, sendo que a = v e b = u.Desta forma teremos omplexidade O(n) para alular as pontes, j�a que perorre-remos os v�erties dos fehos FC(X1) e FC(X2) no m�aximo 3 vezes (uma para aharos pontos mais pr�oximos da reta, e uma para ada ponte).Como o algoritmo se baseia na divis~ao do problema em dois menores e depoisuni�a as solu�~oes, a omplexidade �nal �a O(n logn) se as divis~oes forem semprepr�oximas da metade. No pior aso, quando as divis~oes s~ao totalmente desproporio-nais, a omplexidade sobe para O(n2).Este omportamento �e semelhante ao algoritmo de ordena�~ao quiksort.Existem diversos outros algoritmos para resolver este problema, mas devido �asemelhan�a om ordena�~ao, o limite m��nimo para este problema �e 
(n logn). Parareferênia a um outro algoritmo, veja [Pre79℄.2.4 Triangula�~aoOutra forma de organizar pontos, �e de�nir sobre eles uma rela�~ao de vizinhan�a, ouseja, ligar pontos segundo algum rit�erio de forma a estabeleer uma subdivis~ao doespa�o que oupam.Uma destas organiza�~oes �e a triangula�~ao, que, embora o nome sugira, n~ao selimita a dividir o plano em triângulos, mas qualquer espa�o em simplexos.Simplexos s~ao extens~oes de triângulos em outras dimens~oes, omo segmentos dereta, tetraedros, e et. Chamamos de faes de um simplexo, todos os subsimplexosque o formam, omo os v�erties e arestas de um triângulo.8
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Figura 2.7: Algoritmo para enontrar as pontesMais uma vez vamos nos limitar ao plano, para n~ao ompliar muito, j�a que oobjetivo n~ao �e esse.Uma triangula�~ao T �e um onjunto de simplexos1 tais que:� Todas as faes de t 2 T tamb�em pertenem a T ;� se a; b 2 T e a \ b 6= ; ent~ao existe  2 T tal que  = a \ b.Assim, a �gura 2.8 (a) apresenta uma triangula�~ao, enquanto que na �gura 2.8 (b)a segunda propriedade n~ao �e satisfeita.Uma triangula�~ao qualquer nem sempre �e adequada para um erto problema. Paraa maior parte dos algoritmos que preisam de triangula�~oes, os triângulos preisamser \gordinhos", pareidos om o triângulo equil�atero. Essas triângula�~oes espeiaisusam rit�erios de \gordura" para seus triângulos. Uma destas �e a triangula�~ao deDelaunay, que usa o seguinte rit�erio:Um erto triângulo t faz parte da triangula�~ao de Delaunay T somente seo ��rulo formado pelos v�erties do triângulo n~ao ont�em nenhum outrov�ertie de T em seu interior.Na verdade este rit�erio �e frao, pois podem existir 4 v�erties o-irulares, a; b;  ed, sendo que n~ao existam outros pontos no interior do ��rulo, o que faria om que os 4triângulos, ab, abd, ad e bd, satis�zessem o rit�erio, mas somente 2 deles poderiamfazer parte da triângula�~ao. Isso faz om que a triangula�~ao de Delaunay n~ao seja�unia.1Uma triangula�~ao �e um Complexo Simpliial ([Ede87, PS85℄)9
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����������bbbbb����� ������� JJJJJJ ������TTTTTTT(((((((((bbbbbb(a) (b)Figura 2.8: a) Exemplo de triangula�~ao, b) ole�~ao qualquerSe assumirmos que o onjunto de pontos n~ao ont�em 4 pontos na situa�~ao aima,podemos garantir que a triangula�~ao �e �unia, e o rit�erio, al�em de ondi�~ao neess�aria,passa a ser tamb�em uma ondi�~ao su�iente.Na �gura 2.9 vemos ilustrado o rit�erio aima, e podemos observar que, se umaerta aresta atrapalha o rit�erio, podemos tro�a-la por outra.
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Figura 2.9: Crit�erio de DelaunayPodemos reesrever este rit�erio om rela�~ao �as arestas, e ter��amos o seguinteteorema:Teorema 2.1 (Crit�erio de Delaunay). Uma aresta uv pertene a triangula�~ao deDelaunay T se, e somente se, existe um ��rulo  do qual uv �e orda e que n~ao ont�emnenhum v�ertie de T em seu interior. 10



Prova: A neessidade �e trivial:Seja t 2 T um triângulo. Suas 3 arestas est~ao em T . O ��rulo que passa pelos seusv�erties tem suas arestas omo ordas e n~ao possui nenhum v�ertie em seu interior.Agora a su�iênia:Suponha que uv seja tal que existe um ��rulo  omo no enuniado do teorema.Posso esolher  de forma que seja maximal, ou seja, aumentar o seu raio faria omque algum ponto passasse a fazer parte de seu interior. Existem no m�aximo 2 e nom��nimo 1 ��rulo nessa situa�~ao (veja �gura 2.10). Esolha  de forma que o raio seja omenor entre os maximais. Como  �e maximal, existe um v�ertie, w, na fronteira de .Ent~ao  passa por 3 v�erties de T e n~ao ont�em nenhum outro v�ertie em seu interior,logo o triângulo uvw faz parte de T , e onsequentemente suas 3 arestas tamb�em. �
u

v

w

Figura 2.10: 2 ��rulos maximais da aresta uvEste rit�erio sugere um algoritmo simples, a partir de uma triangula�~ao qualquer,prourar as arestas que atrapalham o rit�erio e tro�a-las por suas opostas, omona �gura 2.9. Certamente este algoritmo termina, j�a que ao troar uma aresta nosaproximamos da triangula�~ao de Delaunay. Mas n~ao �e muito e�iente.Que tal um algoritmo inremental? Partindo de uma triangula�~ao iniial, om 3v�erties n~ao neessariamente no onjunto, mas que formem um triângulo que envolvatodos os outros, inluir os v�erties um a um, desobrindo em qual triângulo elesest~ao, subdividindo este triângulo em três, omo mostra a �gura 2.11, e atualizandoa triangula�~ao. As três novas arestas respeitam o rit�erio de Delaunay (veja [GS85℄),mas as arestas vizinhas n~ao se sabe. Como elas podem ser troadas, �e preiso que oproesso seja expandido at�e que todos estejam em ordem.Esta expans~ao n~ao vai muito longe na pr�atia, pelo seguinte argumento: para asarestas estarem erradas, �e preiso que o novo ponto esteja razoavelmente pr�oximo delaspara que atrapalhe o rit�erio de Delaunay, j�a que nenhum outro ponto atrapalhava11
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Figura 2.11: Divis~ao de um triângulo em 3at�e o momento. Outro detalhe importante �e o fato de que todas as arestas novas s~aoinidentes ao novo ponto (veja [GS85, lema 7.4℄).No pior aso este algoritmo tem omplexidade O(n2), por�em �e onsiderado umbom algoritmo.
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Cap��tulo 3T�enias B�asiasNeste ap��tulo apresentaremos algumas das t�enias usadas para resolver problemasgeom�etrios. Algumas destas t�enias s~ao usadas em algoritmos gen�erios, e outrass~ao espe���as de geometria omputaional.3.1 Dividir-para-onquistarEsta t�enia �e muito usada em toda iênia da omputa�~ao. Um exemplo bastanteonheido �e o algoritmo para ordena�~ao quiksort, que pode ser enontrado em quasetodos os livros sobre algoritmos. O algoritmo para ahar o feho onvexo de umonjunto de pontos no plano apresentado na se�~ao 2.3 �e outro exemplo.A base desta t�enia �e a reurs~ao, dividindo o problema em duas instânias me-nores, resolvendo estas instânias reursivamente e depois agrupando as solu�~oes.Um fato bastante importante diz respeito �a omplexidade de algoritmos que usamesta t�enia:Se um erto problema �e dividido exatamente ao meio em um algoritmoom a t�enia dividir-para-onquistar e os proedimentos para a divis~aoe uni�a�~ao juntos têm omplexidade O(n), ent~ao o algoritmo tem om-plexidade O(n logn). E se esses proedimentos tem omplexidade O(1),ent~ao o algoritmo tem omplexidade O(logn).3.2 Transforma�~oes Geom�etriasConheida tamb�em omo redu�~ao , esta t�enia se baseia na redu�~ao de um problemaem outro, utilizando transforma�~oes geom�etrias.Uma equivalênia interessante existe entre alular a triangula�~ao de Delaunay eo feho onvexo 3D de pontos sobre a superf��ie de um parabol�oide (veja [GS89℄).Um outro exemplo mais simples �e entre ordena�~ao de n�umeros reais e o fehoonvexo 2D de pontos sobre uma par�abola (veja [FC91℄).13



Com esta t�enia podemos desobrir limites inferiores para a omplexidade dealguns algoritmos, omo por exemplo o de feho onvexo. Como o feho onvexoresolve o problema da ordena�~ao, que tem limite inferior 
(n logn), ent~ao n~ao podeter omplexidade menor que isso.3.3 DualidadeMuitas estruturas possuem uma esp�eie de inversa, omo os n�umeros reais, as matri-zes, e et. Esta dualidade, omo �e hamada, pode se apresentar de diversas formas.Suas arater��stias s~ao tais que o dual de um objeto (primal) deve ter estruturasemelhante, e o dual do dual �e o primal.Esta t�enia j�a �e usada h�a muito tempo, por exemplo em programa�~ao linear, ondepodemos resolver o problema dual ao inv�es do primal.Aqui apresentaremos o Diagrama de Voronoi omo sendo o dual da Triangula�~aode Delaunay. Normalmente o Diagrama de Voronoi �e apresentado primeiro.Se em ada irunentro de ada triângulo da Triangula�~ao de Delaunay for o-loado um v�ertie, e entre ada par de novos v�erties que estiverem em triângulosvizinhos, for oloada uma aresta oinidente om a mediatriz, teremos o Diagramade Voronoi do onjunto de pontos iniiais.Como visto na se�~ao 2.2, o Diagrama de Voronoi divide o plano em regi~oes ondeo ponto mais pr�oximo de todos dentro de ada uma �e o ponto iniial que est�a dentrodela.O Diagrama de Voronoi �e bastante �util, e pode ser enontrado failmente atrav�esda Triangula�~ao de Delaunay, em tempo linear, portanto preiso de tempo O(n logn)para ah�a-lo.Outra dualidade interessante �e a de pol��gonos. Seja um pol��gono P de v�ertiesx1; x2; : : : ; xn. O pol��gonoDual(P ), dual de P , �e tal que seus v�erties s~ao 1v1 ; 1v2 ; : : : ; 1vn ,onde vi �e o ponto da aresta xixi+1 mais pr�oximo da origem (onsidere xn+1 = x1), ouseja, vi �e perpendiular �a aresta xixi+1 om m�odulo igual a distânia dela a origem.Um resultado bastante surpreendente, que usa a dualidade �e o seguinte:Sejam P e Q dois pol��gonos planares, Dual o operador de dualidade omo desritoaima, e FC o operador de feho onvexo, ent~aoP \Q = Dual(FC(Dual(P ) [Dual(Q))):Este resultado nos diz que para alular a interse�~ao de dois pol��gonos, possoalular o feho onvexo de seus duais, e depois dualizar. Como ahar o dual �e linear,temos uma rela�~ao entre interse�~ao de pol��gonos e o feho onvexo no plano.3.4 Varredura do Espa�oA t�enia de varredura �e uma das mais importantes, sendo usada em diversos algorit-mos. Ela se apresenta omo uma varia�~ao de algoritmos inrementais, onde o que �e14



inrementado �e a posi�~ao de um hiperplano, que vai \varrendo" o espa�o e efetuandoopera�~oes.Um exemplo bastante ilustrativo seria o de pintar um pol��gono planar. Comuma reta horizontal passando de baixo para ima, temos anotado a ada instante asinterse�~oes desta reta om as arestas do pol��gono, e om o mesmo argumento usadopara saber se um ponto est�a dentro ou fora de um pol��gono (se�~ao 2.1), pinto ospeda�os de reta que est~ao dentro.As t�enias de varredura usam dois tipos de estruturas de dados, uma hamadade agenda, que guarda os eventos futuros que j�a foram previstos, e outra om o nomede jornal, que representa os aonteimentos do momento. Com os aonteimentos dojornal, a agenda pode ser atualizada, removendo ou inserindo eventos.Veremos isso no seguinte problema, dados n segmentos de reta no plano, desobrirtodas as interse�~oes entre estes segmentos.Com a t�enia de varredura, teremos uma linha, por exemplo, vertial, indo daesquerda para a direita, e a agenda deve onter, iniialmente os v�erties mais a es-querda de todos os segmentos, ou seja, n v�erties. Estes eventos na agenda, maramem que momento a linha vai enontrar os segmentos (veja �gura 3.1).
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Figura 3.1: Interse�~ao de segmentos por varreduraA linha ent~ao, passa para o primeiro v�ertie, e o jornal registra que a linha est�aruzando o primeiro segmento. Quando a linha hegar ao segundo v�ertie, o jornal j�aregistra que existem dois segmentos em ontato om a linha. Neste ponto, podemos15



alular a interse�~ao, se houver, destes dois segmentos. Assim, a ada novo segmentoenontrado, alulamos suas interse�~oes om os segmentos do jornal.A ada segmento enontrado, oloamos na agenda o seu ponto �nal, para quepossamos retir�a-lo do jornal quando ele terminar.Este tem omplexidade de pior aso O(n2), mas omo s�o alulo interse�~oes entresegmentos do jornal, na pr�atia a omplexidade �e quase linear.Outros problemas, omo interse�~ao de poli�edros, podem ser resolvidos om estat�enia (veja [HMMN84℄).3.5 Estruturas Hier�arquiasMuitos algoritmos preisam de estruturas de dados e�ientes para que possam exe-utar suas tarefas no tempo esperado. Vejamos ent~ao algumas destas estruturas.Daremos ênfase �as estruturas hier�arquias, visto que s~ao as mais omuns al�em, �elaro, das listas.Normalmente uma hierarquia �e representada por uma �arvore, o que tamb�em temmuita rela�~ao om os algoritmos reursivos.Uma generaliza�~ao das �arvores bin�arias de busa, para dimens~oes maiores �e a�arvore k� d, ou k-dimensional. Esta �arvore �e uma �arvore bin�aria, mas a ada n��vel ahave de busa �e troada.Suponha que temos um bano de dados om o nome, sal�ario, idade, e altura dosfunion�arios de uma �rma. Se quisermos saber quais os funion�arios que tem alturaentre hmin e hmax, idade entre amin e amax e sal�ario entre smin e smax, omo resolver?Seja T uma �arvore bin�aria om todos os registros do bano de dados, de formaque no n��vel 0 (raiz) a have �e o sal�ario, no n��vel 1, �e a idade, no n��vel 3, a altura, eno n��vel 4 voltamos ao sal�ario.Assim, podemos saber quais os registros que satisfazem �a restri�~ao aima fazendoalgumas busas bin�arias. Na verdade posso preisar deser por dois ramos da �arvore,e o algoritmo tem pior aso linear (pois todos os registros podem estar na resposta).Pereba que a �arvore deve estar balaneada.Vejamos um exemplo no plano. Dado um onjunto P = fp1; p2; : : : ; png om npontos no plano, (veja �gura 3.2), vamos onstruir uma �arvore 2 � d e us�a-la pararesolver o problema de saber quais destes pontos est�a dentro de uma regi~ao retangularR. Ordene os pontos por uma de suas oordenadas, digamos x, e esolha a medianapi0 = (xi0 ; yi0). Este ponto ser�a a ra��z da �arvore. Sejam Pe e Pd dois subonjuntos deP tais que Pe [ Pd = P � fpi0g, e os pontos om oordenada x menor ou igual a xi0est~ao em Pe, e os om oordenada x maior que xi0 , em Pd. Estes dois onjuntos ser~aoas sub-�arvores esquerda (Pe) e direita (Pd) de pi0 .Repita este proesso, esolhendo a proxima oordenada, no aso y, para os on-juntos Pe e Pd, montando assim a �arvore T da �gura 3.3 em tempo O(n logn). Voêonsegue expliar o motivo desta omplexidade?16
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Figura 3.2: Constru�~ao da �arvore 2� dCom a �arvore onstru��da, passemos para o problema. Dada uma regi~ao R doplano, enumerar os pontos do onjunto P que est~ao no interior de R. O que faremos�e deser na �arvore deidindo se ada ponto no aminho est�a no interior de R, e sealgum dos lados da �arvore pode ser desartado. Suponha que a vari�avel R tenha doisampos, menor e maior, ada um sendo um vetor de duas posi�~oes, representando osdois pontos extremos de R, inferior esquerdo e superior direito. Suponha tamb�em queos n�os da �arvore s~ao estruturas, que al�em dos ponteiros esq e dir, têm o ampo pontoque �e o ponto propriamente dito.Apresentaremos o proedimento Busa que reebe o ra��z de uma �arvore, um ��ndieda oordenada usada omo have (1 para x e 2 para y), e a regi~ao R, e tem omosa��da o onjunto de pontos da �arvore que est~ao no interior de R.O proedimento �e o seguinte:
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Figura 3.3: �Arvore 2� dBusa ( v, have, R )f /* �alulo da outra have */outra  3� have;se v.ponto[have℄ < R.menor[have℄ ent~aoBusa ( v.dir, outra, R );sen~aof se v.ponto[have℄ > R.maior[have℄ ent~aoBusa ( v.esq, outra, R );sen~aof /* se o ponto est�a dentro de R */se (v.ponto[outra℄ � R.menor[outra℄)& (v.ponto[outra℄ � R.maior[outra℄) ent~aoinlua v na resposta;Busa ( v.esq, outra, R );Busa ( v.dir, outra, R );ggg Para resolver o nosso problema, basta exeutar Busa ( Ra��z(T ), 1, R ), ondeRa��z(T ) retorna o ponteiro para o n�o ra��z da �arvore T .18



Cap��tulo 4Problemas MaioresAt�e agora tratamos de problemas simples, mas a Geometria Computaional, emboraseja atraente, om muitas t�enias, tamb�em tem problemas dif��eis. Problemas omo ode ahar a interse�~ao de dois poli�edros onvexos pode pareer f�ail, mas se o objetivo�e ahar o algoritmo �otimo, ent~ao ome�a a ompliar.O artigo [Cha89℄, de Chazelle, estuda o problema aima, e a�rma existir umalgoritmo de omplexidade O(n+m), onde n e m s~ao os tamanhos dos dois pol��gonos.Este algoritmo usa e abusa de dualidade, feho onvexo, triangula�~ao de Delaunay (3Dno aso). N~ao apresenta uma implementa�~ao, pois �e muito te�orio.Um outro problema dif��il �e o de montagem/desmontagem de objetos formadospor n pe�as. Este problema foi estudado por Stol�, e tem uma de suas solu�~oesefetuando-se a subdivis~ao de um espa�o de dimens~ao 5, no qual est~ao representadosos movimentos que ada pe�a pode fazer.Estes dois problemas s~ao exemplos de omo podemos ompliar a vida de quemproura solu�~oes �otimas para problemas simples.
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