Capitulo 3

Um Calculo Axiomatico para Bits

Los locos no estdn locos si uno acepta su razonamiento.

Gabriel Garcia Mdrquez

Chamamos de sinais os valores transportados pelas conexodes entre os componentes dos cir-
cuitos. Nos interessam os sinais que podem assumir um de dois possiveis valores, 0 e 1, e
que variam no tempo. Tais sinais sdo chamados de sinais digitais, em contraste com os si-
nais analdgicos, que podem assumir quaisquer niveis de um intervalo limitado por valores
maximo e minimo. Voltagem e temperatura sdo sinais analégicos enquanto que o estado de
uma lampada (de LEDs) — acesa ou apagada — ou de uma fechadura — aberta ou fechada —
é digital.

Este capitulo! define uma abstracio para sinais digitais que permite tratd-los como se fossem
entidades mateméticas simples. A abstracdo ¢ baseada na Algebra de Boole e é relevante
para projetistas de circuitos porque simplifica enormemente a compreensao dos conceitos, bem
como a manipulacdo algébrica dos operadores que relacionam logicamente os sinais.

A abstracdo de sinais elétricos como bits, para representar o comportamento de circuitos
digitais, é 1til se encarada como uma simplificacio e idealizacdo do comportamento dos sinais
e das relagoes entre eles nos circuitos que implementam as fungoes légicas. A abordagem
empregada neste texto é inspirada em Sanders [San90] e o formalismo para especificar circuitos
é baseado na linguagem formal Z [Spi89, Mou01].

Empregamos os simbolos ‘ A’ para representar a conjuncao e ‘ V'’ para representar a disjungdo
para nao sobrecarregar os operadores ‘-’ e '+’, e mais importante, para diferenciar operagoes
sobre valores 16gicos de operacdes aritméticas sobre valores numeéricos.

3.1 Abstracao de Sinais como Bits

A Figura 3.1 mostra quatro possiveis representagoes para um mesmo sinal que varia com o
tempo. A representac¢do concreta tenta reproduzir o comportamento elétrico de um sinal, como
seria observado diretamente num circuito em operacdo. O sinal analégico varia continuamente
entre Vis e Vi, e esta forma de onda aparenta estar contaminada por ruido gerado pelos
circuitos préoximos e pelo comportamento elétrico real do circuito que gera o sinal.

1@ Roberto André Hexsel, 2012-2020. Versio de 7 de dezembro de 2020.

27



Capitulo 3. Um Calculo Axiomatico para Bits 28

Vi C

concreta

v, C

Var ([
vl

aproximacao
analdgica

aproximacao
digital

1 A —————————————— - = —_———

abstragao
digital

Figura 3.1: Quatro representacées para o comportamento de um sinal.

Se o circuito que gera o sinal for simulado num “simulador analégico”, como o programa spice,
o sinal teria uma forma de onda como a mostrada na segunda curva, que é uma aproximacdo
analdgica para o comportamento real. Neste tipo de simulagdo, equagoes diferenciais modelam
correntes e tensdes no circuito, e as mudancas de nivel sdo descritas por funcbes do tempo
com exponenciais, tais como V;(t) = V1 (1 — e */EC)  para constantes R e C relacionadas aos
parametros elétricos de resisténcia e capacitancia dos circuitos nos quais a tensido é avaliada.
Voltaremos a este assunto no Capitulo 5.

As duas ultimas curvas sao idealizagoes, ou representacées abstratas para o comportamento
real. Na chamada aprorimacdo digital, as exponenciais sdo aproximadas por retas que indicam
que a mudanca do nivel minimo, que representa 0, para o nivel maximo, que representa 1, nao
é instantanea — o instante do inicio ndo é o mesmo do final da transicdo. Na abstragdo digital,
as transicoes entre 0 e 1 sdo instantaneas e ndao hé ambiguidade na interpretagdo dos niveis
l6gicos do sinal.

Nas representacoes concreta e analdgica, entre as faixas de tensdo que correspondem aos niveis
logicos 1 e 0, ha uma faixa de transicdo em que o sinal é indeterminado, porque nao é nem 1
nem 0. Os projetistas dos circuitos tentam fazer com que a duracdo dos intervalos em que os
sinais estao indeterminados seja a menor possivel.

A aproximacao digital é usada em alguns dos diagramas de tempo mostrados ao longo do
texto para lembrar ao leitor de que as mudancas de nivel dos sinais ndo sdo instantaneas. A
representacao idealizada e abstrata, na qual os sinais elétricos sdo representados por bits, é
empregada para descrever o comportamento dos circuitos, quando aqueles estdo em estado de
repouso, apos cessarem os efeitos de todas as transi¢oes nos sinais.

Espaco em branco proposital.
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3.2 Bits, Operacgoes e Propriedades

Definicao 3.1 (Bits 0 e 1) O conjunto B tem dois elementos distintos 0 e 1 chamados de
bits, B = {0,1}.
Definicao 3.2 (Tupla) Uma tupla de k bits é um produto cartesiano com k parcelas:

k parcelas

—f—
B =BxBx---xB

Uma tupla de bits pode ser representada pela mera justaposicdo de bits, como 1 ou 1010, ou
com constantes ou varidveis agrupadas por colchetes angulares como (a, b, ¢).

Definicao 3.3 (Tipo de Funcgado) O tipo de uma funcao com dominio D e imagem I é
denotado por
D—1

e o tipo de uma fungdo f com dominio D e imagem T € especificado por
f:D—=T

que € lido “f é uma funcao que mapeia elementos de D em Z”. O operador — indica o mape-
amento, ou a associagdo, entre o conjunto dos argumentos e o conjunto dos valores da funcao.

Definicao 3.4 (Operador Unario) Um operador f; sobre bits é chamado de unério se tem
um bit como argumento e produz um bit como resultado:

fltBHB

Definicao 3.5 (Operador Binario) Um operador fy sobre bits é chamado de bindrio se
tem dois bits como argumento e produz um bit como resultado:

fo:B?>— B
O subscrito no nome da func¢ao indica a aridade de um operador, ou o “ntimero de entradas”,

é geralmente omitido porque tal informagdo pode ser facilmente depreendida do contexto no
qual o operador é usado.

Espaco em branco proposital.
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Defini¢ao 3.6 (Conjuncgao, Disjunc¢do, Complemento) Trés operadores sobre bits, cha-
mados de conjuncio, disjuncao e complemento, sdo definidos na Tabela 3.1, e sdo denotados
por N\, V e -, respectivamente.

Tabela 3.1: Definicio dos operadores conjuncdo, disjuncao e complemento.

conjungao disjungao complemento
a blanbd c dlcvd e —e

0 0] O 0 0| O 0 1

0 1 0 0 1 1 1 0
10/ 0 1 0| 1 -
11 1 11 1

O resultado de uma conjuncao é 1 se todos os argumentos sdo 1. O resultado de uma disjungao
é 1 se algum dos argumentos é 1. A disjuncdo é também chamada de ou-inclusivo porque
além da condicdo “um mas nao o outro”, a condi¢do “um mais o outro” produz também
resultado 1. A negagdo é também representada por @ = —a. Os operadores conjuncdo,
disjungdo e complemento sdo fungoes.

A tabela para o complemento mostra todas as combinacoes dos valores possiveis para o argu-
mento e € B, quais sejam 0 e 1. As tabelas para a conjuncao e a disjungdo contém uma linha
para cada uma de todas as combinagoes possiveis dos dois argumentos. Para a conjuncéo, as
combinagoes possiveis para o par a,b € B sao {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}.

Definicao 3.7 (Variavel em B) Uma varidvel é um simbolo, ou um nome, que representa
um valor em B.

Definicao 3.8 (Expressdao em B) Uma expressao representa um valor em B e consiste de
varidveis relacionadas por operadores.

Uma varidvel pode conter um valor que é 1 ou 0, sendo ela prépria uma expressdo. A expressao
que representa a informagao “p é 1 se ambos ¢ e r sdo também 1” pode ser escrita como p = gAr
e é lida como “p é a conjuncao de g e de r”, ou ainda “p é 1 se todos q e 7 sdo 1”.

Definicao 3.9 (Precedéncia) A precedéncia da aplicacio dos operadores é =, \ e V, e esta
ordem pode ser alterada com o uso de parénteses.

Definigao 3.10 (Valor de uma Funcao) Quando valores em B sdo atribuidos a todas as
variaveis de uma expressao £, o resultado da avaliacio desta expressdo é chamado de o valor
da funcao £.

Definicao 3.11 (Igualdade) Duas expressoes E(a,b,---,z) e F(a,b,---,z) sdo ditas iguais
se, ao atribuir todas as combinacoes de valores em B ds varidveis a,b, - -, z, entdo para todas
as combinagoes das entradas obtém-se E(a,b,---,z) = F(a,b, -, 2).
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Propriedades dos operadores Os operadores sobre bits exibem as propriedades listadas
abaixo. Como definidos na Tabela 3.1, os operadores conjuncao e disjun¢ao sdo funcoes bina-
rias; o operador complemento é uma funcao unaria.

Identidade (i) A identidade com relacao a V é chamada de 0:

JdJ0ecB e VacB e avVO=a

(ii) A identidade com relagdo a A é chamada de 1:

dl1eB eVacB e anNl=a

Méximo e Minimo O elemento mdximo de B é 1, e o elemento minimo de B é 0:

VaeB e aVv1l=1,
aN0=0

Complemento A conjungao (disjungao) de a com seu complemento resulta no elemento
minimo (maximo) de B:

VacB e dmacBe aA—-a=0,
aV-a=1

Fechamento As operagoes sobre bits resultam em bits:

Va,beB o (aNb)€B, (aVb)eB, —acB

Involucdo O complemento do complemento de a € B é o préprio a:

VaeB o =(-a)=a

Idempoténcia A conjuncéo, e a disjuncéo, de a com a é o préprio a:
VaceB e aNa=a,

aVa=a

Comutatividade A ordem dos operandos nao altera o resultado:

Va,becBe aNb=0bAa,
aVb=bVa

Associatividade A ordem de aplicagdo de um mesmo operador nao altera o resultado:

Va,b,ceB o (aAb)ANc=aA (bAc),
(avb)Ve=aV (bVc)

Distributividade O operador conjungao distribui sobre a operagao de disjuncéo, e o
operador disjuncao distribui sobre a operagao de conjungao:

VabyceB o aN(bVec)=(aAb)V (aAc),
aV((bAc)=(aVb)A(aVc)
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Teorema de DeMorgan O complemento de uma conjuncao ¢é a disjuncio das entradas
complementadas, e o complemento de uma disjuncao é a conjuncdo das
entradas complementadas.

Va,beB o —(aAb)=(-aV -b)
—(a Vb) = (—a A —b)

Definigao 3.12 (Dual) Define-se o dual de uma expressio sobre bits como a expressio que
€ obtida pela troca simultanea de todas as ocorréncias de N\ por V, de todas as ocorréncias de \V
por A, e de todas as ocorréncias das constantes 0 por 1, e de 1 por 0.

Definicao 3.13 (Principio da Dualidade) O dual de uma propriedade é também uma pro-
priedade.

O resultado da aplicagdo de um operador binario a um par de vetores de bits é determinado
pela Definicao 3.15.

Definicao 3.14 (Elemento de Tupla) Seja uma tupla A com n elementos de B; o i-ésimo
elemento da tupla € denotado por a;, para 0 < i < n.

Definigao 3.15 (Aplicagdo Bit a Bit) A aplica¢io de uma fungdo bindria fo : B? — B, bit
a bit, aos elementos de um par de tuplas A, B € B* produz a tupla C € BF, tal que

Vi,0<i<k o ¢;= folai, by)

Exemplo 3.1 Considere o vetor A = (0,0,0,1,1,1,0,0), representado mais concisamente por
A = 0001.1100, e o vetor B = (0,1,0,1,1,0,0,1), ou B = 0101.1001. O “ponto de milhar” é
usado para agrupar quartetos de bits.

O vetor C' = A A B resulta da aplicag@o, bit a bit, do operador A

cr=a7Nby, cg =agNbg, cs =asNbs, -+, cgt =a1 ANbi, cg = ag A by
ou
indice | 7 |6 |5 |43 |2|1]0
Al0jO0|O|1|1]|1(0]O
A AN WA AN WANE VAR AN AN
B|0|1|0|1]|1]|]0|0]1
AANB=C|0|0|0|1]1]0|0]O

e portanto C' = 0001 .1000. Frequentemente, operagdes como esta sdo usadas para isolar um segmento
do vetor de bits. Neste caso, A A B isola a tripla (b4, b3, ba) ao fazer com que os demais elementos do
vetor B sejam todos convertidos para 0 na atribuicao a C'. O vetor A é chamado de ‘mdscara’ porque
os bits em 0 do vetor A ‘mascaram’ os valores de B nas posi¢des cujos valores sdo 0. N

A Definigdo 3.16 permite estender um operador binério para aplicagdo sobre tuplas com mais
do que dois argumentos.
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Definicdo 3.16 (Reducdo) Se fy : B2 — B ¢ associativa, entio fi : B¥ — B € a extensdo
de fo para k entradas, e € obtida por repetidas aplicacdes de fo

fr(bo, b1, -+ bg—1) = falbo, fu—1(b1,- -+, bk—1))

O resultado da aplicacao de fi a tupla B = (b, -, bx_1) é chamado de redugdo de B por f. O
somatoério de uma série de ntimeros S é a redugdo por soma de S. O produtério dos elementos
de S é a reducao pelo produto.

Exemplo 3.2 Suponha que um vetor de bits é usado para contar a populacido de uma certa regido:
se o i-€simo elemento do vetor € 1, entdo a i-€sima area estd ocupada, do contrdrio aquela drea esta
despopulada. Podemos usar uma reducdo para descobrir se a regido estd vazia: v = 0 somente se
nenhuma das k dreas estiver ocupada: v = Vi (ag, a1, -, ak_1). <

Definicao 3.17 (Tabela Verdade) A tabela verdade da expressio &(a,b,---,z) € cons-
truida pela atribuicdo de valores em B a todas combinacées das varidveis e pela avaliagdo dos
operadores em &.

Para uma expressao com n variaveis as linhas da tabela sdo enumeradas de 0 a 2™ — 1. Por con-
vengao, as variaveis sdo dispostas em ordem alfabética, de tal forma que a letra mais proxima
de ‘a’ tenha peso de 2”71 e a mais préxima de ‘z’ tenha peso 2°. Para a expressio &(a, b, c),
a vale 22, b vale 2! e ¢ vale 20. Para atribuir valores as combinacdes de varidveis, quando
uma, variavel estd complementada ela é considerada como 0, do contréario ela é considerada
como 1. As linhas de ntimero 0, 3 e 5 correspondem as triplas (abe) = (000), (abc) = (011) e
{abc) = (101), respectivamente.

Espaco em branco proposital.
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A Tabela 3.1 define o resultado das operagoes bindrias conjunc¢ao, disjuncao e complemento
para todas as combinagoes possiveis dos argumentos. Uma tabela verdade pode ser usada para
comprovar as propriedades dos operadores. Vejamos como comprovar a comutatividade da
conjuncao. A Tabela 3.2 mostra os trés passos necessarios para a comprovacao. A ultima
linha da tabela indica em qual passo os valores de cada coluna foram gerados; a coluna do
ultimo passo, com o maior nimero, contém a comprovacao da igualdade, se for toda preenchida
com 1, ou sua refutagio, se algum dos valores for 0. A tabela verdade de uma expressdo com
n variaveis tem 2" linhas.

Tabela 3.2: Construcao da tabela verdade para a Ab =0 A a.

(1) atribuicao dos valores as varidveis

a b a N b|l=]b AN a

0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1

1 1 1 1 1 1

Passo 1 1 1 1
(2) computo das conjungoes

a b a N b|l=|b A a

0 0 0 00 0 0 O

0 1 0 01 1 00

1 0 1 0 0 0 0 1

1 1 11 1 11 1

Passo 1 2 1 1 2 1
(3) verificacao da igualdade

a b a N b|l=]b AN a

0 0 0 1 0

0 1 0 1 0

1 0 0 1 0

1 1 1 1 1

passo 1 2 1131 2 1

Os valores das variaveis s@o atribuidos aos argumentos dos operadores no passo (1); no passo (2)
os resultados das conjungoes sdo inseridos na coluna dos operadores A (mostrados em negrito).
No passo (3), os resultados das conjungoes sdo comparados, linha a linha. Se iguais, 1 é inserido
na coluna da igualdade, ou 0 caso sejam diferentes. Uma coluna de igualdade preenchida
somente com 1s comprova a propriedade — se os dois lados da igualdade sdo idénticos em
todas as linhas, entao a igualdade é vélida para todas as combinacdes de valores das variaveis.
Os valores de a e b foram omitidos no ultimo passo para facilitar a visualizacao.

Exemplo 3.3 Comprovemos a distributividade: a V (b A ¢) = (a Vb) A (a V ¢). A Tabela 3.3 mos-
tra os trés primeiros passos da comprovacao. Como a propriedade envolve trés varidveis, a tabela tem
23 = 8 linhas.
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No passo (2), sdo computados os valores das operacdes dentro dos parénteses, € no passo (3) sdo efe-
tuadas as operacdes fora dos parénteses. Na terceira tabela, os valores desnecessarios foram omitidos
para facilitar a visualizagdo. Para comprovar a propriedade, no quarto passo basta verificar que as duas
colunas geradas no passo 3 sdo idénticas. N

Tabela 3.3: Tabela verdade para oV (bAc) = (aVb) A (aVe).

(1)atribuicdo dos valores as varidveis

a b c a vV (b N c¢)|=|(a V b) AN (a V c¢)
0 0O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0 1 0
1 01 1 0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
passo 1 1 1 1 1 1 1
(2) operagoes dentro dos parénteses
a b c a vV (b N c¢)|=|(a V b) AN (a V c¢)
0 0O 0 0 0 O 0 0 O 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0 O 1 1 0 1 1 0
1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
passo 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
(3) operagoes fora dos parénteses
a b c a vV (b N c¢)|=|(a V b) AN (a V c¢)
0 0O 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 O 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 1 1
1 0 O 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
passo 13 1 2 1471 2 1 3 1 2 1
(4) verificacdo de igualdade
a b c a vV (b N ¢)|=|(a V b) AN (a V c)
0 0O 0 1 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 1 0
0 1 1 1 1 1
1 0 O 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1
passo 13 1 2 141 2 1 3 1 2 1
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Definicao 3.18 (Operadores Adicionais) FExzpressoes podem ser combinadas pelo uso dos
operadores logicos listados nas Tabelas 3.4 e 3.5.

Tabela 3.4: Operadores Lagicos sobre bits.

simbolo operador descricao

= “pode ser reescrito como” (meta simbolo)
igualdade
negacao
conjuncao
disjuncao
ou-exclusivo
implicacao
equivaléncia
< > condicional

= —aAb V aA-b)
= -aVb)

asb =a=bAb=a)
b =cANaV -cAb)

T d<> 1

Tabela 3.5: Definicdao dos operadores ou-exclusivo, implicacdo e equivaléncia.

ou-exclusivo implicacao equivaléncia
a bladb c dlc=d e flee f
00 0 0 0 1 0 0 1
01 1 0 1 1 0 1 0
10 1 10 0 1 0 0
11 0 11 1 11 1

Exemplo 3.4 O operador ou-exclusivo € usado numa série de aplicagdes interessantes. Em especial,
ele € usado no circuito que efetua somas. Uma propriedade ttil deste operador é

a®db=a®db

e a Tabela 3.6 a comprova. A operagdo ou-exclusivo produz 1 se os dois operandos sdo distintos. A
negacdo do ou-exclusivo testa se os operandos sdo iguais, e esta € uma operagdo deveras popular.

Para verificar a propriedade, a coluna 2 do lado esquerdo deve ser comparada com a coluna 3 do
lado direito. N

Tabela 3.6: Tabela verdade para a ®b=a ® b.

)

—
S|
=

e B an] =)
— O = Ol

a
0
0
1
1
1

N = O O =D
O = O oY
O = = ol P

| b ]
W= O O
= O O
== O = O

Passo
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Exemplo 3.5 Na expressdo a = b, dizemos que a é o antecedente e b é o consequente, e ela
¢ interpretada como “se o antecedente a € verdade, entdo o consequente b é verdade”. A expressdo
a = (b = c) é interpretada como “se a é verdade, entdo se b é verdade, entdo ¢ é verdade”. Essa
afirmacdo equivale a “se ambos a e b sdo verdade, entdo c € verdade”. A equivaléncia entre as duas

a=((b=c) & (aNb)=c
¢ demonstrada na Tabela 3.7; deve-se comparar a coluna 3 nos dois lados da equivaléncia. <

Tabela 3.7: Tabela verdade para [a = (b=-¢)] & (aAb)=c.

a bec a= b= o0o|ls|la AN = c
0 00 01 0o 1 0,110 0 0O 1 O
0 0 1 01 0 1 1|10 0 0 1 1
010 01 1 0 010 O 1 1 0
0 1 1 01 1 1 1{1(0 0 1 1 1
1 00 11 0 1 O0of1]|1 0 0 1 O
1 0 1 11 0 1 1,11 0 0 1 1
1 10 1 o1 0 Of1]1 1 1 0 O
111 11 1 1 1,11 1 1 1 1

pPasso 1 3 1 2 114 |1 2 1 3 1

Exemplo 3.6 Vejamos como comprovar a Lei do Silogismo
[(a=b) A (b=¢)] = (a=c¢) (3.1)

que é empregada em cadeias de dedugdes: “se a faz com que b seja verdade, e b faz com que c seja
verdade, entdo a faz com que c seja verdade”. A Tabela 3.8 a comprova: a coluna 3 do lado esquerdo
deve ser comparada a coluna 2 do lado direito.

A Lei do Silogismo nos permite concluir absurdos a partir de premissas corretas, em argumentos
ditos non sequitur, porque a conclusdo ndo segue das premissas. Por exemplo, (i) se uma pessoa nédo
usa mdscara, entdo ela contrai COVID-19; e (ii) se uma pessoa tem COVID-19, entdo ela morre;
(iii) logo, quem ndo usa mdscara morre. Este tipo de raciocinio é encontrado com dolorosa frequéncia
em discussdes nas tais “redes sociais”. Os argumentos individuais sdo ‘corretos’ mas a conclusdo néo
decorre do encadeamento dos antecedentes. N

Tabela 3.8: Tabela verdade para Lei do Silogismo.

a bc (a =5 AN b = ¢|=|(a = ¢
0 00 0 1.0 1 0 1 Of1]0 1 O
0 01 0 1.0 10 1 110 1 1
010 0 1101 O Of1T|0 1 O
011 o0 1 1 11 1 110 1 1
1 00 1 0 000 1 011 0 O
1 01 10 000 1 1]1f1 1 1
110 1 1101 0 011 0 O
111 11 1 11 1 111 1 1

Passo 12 1 3 1 2 1|41 2 1
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3.2.1 Simplificagdo de Expressoes

Uma funcao com varidveis que pertencem a B é representada da forma usual, como na Equa-
¢do 3.2. O valor de uma fungdo f de n varidveis pode ser computado, e este valor pode ser
atribuido a uma variavel.

n

—_——~—
a,b,...y,z€B, [, :B"—B e z=f,(a,b,...,y) (3.2)

O resultado da avaliacdo pode ser atribuido a uma variavel que ndo aparece na expressao, para
uso em outras fungdes ou expressoes. A restricdo de que a varidvel a que é atribuido o valor
da funcdo nao pode estar no corpo da funcao é uma restricio importante e que somente sera
levantada no Capitulo 8. O método para a atribuicdo de valores as varidveis, para o calculo
do valor da funcao, é aquele usado para construir tabelas verdade.

Definicao 3.19 (Literal) Um literal numa expressao corresponde a uma varidvel ou o ao
seu complemento.

Defini¢ao 3.20 (Simplificagdo) A expressio &'(a,...,z) para a,...,z € B é uma versao
simplificada da expressio E(a,...,z) se, para todas as combinagdes possiveis dos valores de
a,...,z, a avaliagio de E' produz os mesmos valores que a avaliagio de £, e E' tem um menor
niumero de operadores e/ou de literais do que E.

O objetivo da simplificagdo de expressdes é obter uma expressdo mais simples, possivelmente
com menos literais, e com menor nimero de operadores, mas que representa a mesma funcao
dos argumentos que a expressao original. A implementacao da fungdo simplificada resulta num
circuito mais simples, de menor custo, e possivelmente com maior velocidade de operacao.

Exemplo 3.7 Simplifiquemos a expressdo abaixo, empregando as propriedades dos operadores
em B. A cada passo da simplificacdo, a coluna da direita indica a propriedade que o justifica.

(aVb) N —a distributiva
< (aN-a)V (bA—a) complemento A
< 0V (bA-a) identidade V
< bA-a

A expressdo original é expandida pela distributividade para que entéo a subexpressdo (a A —a) possa
ser eliminada. Isso é possivel poque (a A —a) = 0 e (0 V z) = x. A expressdo original tem trés
literais e trés operadores enquanto a simplificada tem dois literais e dois operadores. N

Espaco em branco proposital.
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Exemplo 3.8 Simplifiquemos a expressdo abaixo.

V (aAD) identidade A
< (aAl)V (aND) distributiva
& A (1Vb) elem. méaximo V
S aANl identidade A
< a

A expressao original é expandida com a identidade do A (a A 1 = a) para entdo aplicarmos a distribu-
tividade, de onde obtemos a subexpressdo (1 V b) = 1. A subexpressdo (a A 1) pode ser simplificada
com outra aplicac@o da identidade do A. A expressdo original tem trés literais e dois operandos; a
simplificada € somente o literal a. N

Exemplo 3.9 Simplifiquemos a expressao abaixo, eliminando todos os parénteses desnecessarios.

(((ma) AD) V (e N (—d)) V (bBA(—d)) V (a A (—D))) precedéncia —
< ((maAb)V (cA—=d) V (DA-d) V (aA—b)) precedéncia A
& —aAbVceA-dVOA-d YV aA—b

A primeira regra elimina os parénteses a volta das negagdes porque o operador — € o que se liga mais
fortemente as varidveis ou subexpressdes. A segunda regra elimina os parénteses a volta das conjungdes
porque o operador A liga mais fortemente varidveis ou subexpressdes do que o operador V. Em que
pese a simplificacdo, a segunda linha parece ser mais gentil aos (meus) olhos do que a terceira. N

Exemplo 3.10 Simplifiquemos a expressdo abaixo usando as propriedades das operac¢des sobre 0s
elementos de B.

aAnbVeAdVbADV aAb precedéncia A
& (@Ab)V (cAd) VvV (bAd) V (aAD) comutativa
< [(@Anbd) VvV (a /\ V]VieAd) vV (bAd) distributiva (b)
& [(@Vva)AbV(cnd) Vv (bAd) complemento (a V @)
& [LAbV (end) Vv (bAd) identidade A, comutativa
& bV (bAd)V(cnd) identidade A
s [(bAL) vV (bAD)]V (e d) distributiva (b)
s [bAAVA]V(cnd) identidade Vv
& [bA1V(end) identidade A
& bV (chd)

A primeira alteragdo agrupa as subexpressdes, em fun¢do da precedéncia dos operadores, para simpli-
ficar as proximas manipulacdes. A aplicacdo da comutatividade aproxima as duas subexpressdes em
que aparecem os literais a e b. A distributividade separa b e faz a A @, o que permite eliminar os literais
em a. A identidade b = b A 1 e introduzida para permitir a eliminacio do literal d. A expressio da
primeira linha tem dez operadores, enquanto a da tltima tem somente trés. O niimero de literais cai de
cinco para trés. N

A uma primeira vista, a escolha de quais regras aplicar pode parecer feiticaria, e em alguma
medida o é. Ha esperanca e é possivel acelerar o aprendizado. Tente repetir os exemplos,
copiando somente a expressao por simplificar e a coluna das propriedades, e entdo efetue as
transformagoes indicadas.
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Exemplo 3.11 Simplifiquemos a expressdo abaixo.

“aANbAN=cV maN-bDAN=cV aNbAN=cV aN—-bA-c precedéncia A
& (maAbA=e)V(maAN=bA=c)V(aAbDA=e)V (aA—bA—c) comutativa 2X
< (maAN=eAb)V (maA—-eA=b)V (aANb A=)V (aA=bA—e) associativa 2 x
< [(ma A=) ADV [(maA=e) A=bl V (a AbA =e)V (a A —b A =e)  distributiva (—a A =)
< [(maN—=e)AN(bV b))V (aAbA =)V (an—bA—e) compl V, ident A
< [maA-V(aAbA—e)V (aA=bA—c) comut 2x, assoc 2X
& [man eV (aA—e) ANbV [(aA—e) A b distributiva (a A —c)
< [man =V (aA=e)A(bV b)) compl V, ident A
& [na A= Ve A distributiva —c
& (maVa)A-c compl V, ident A
< C

A expressdo contém ocorréncias de a e —a, e de b e —b. A estratégia para simplificacdo € agrupar os
literais com seus complementos e entdo elimina-los. Veremos adiante o Teorema 3.21, que permite
reduzir substancialmente o niimero de linhas desta simplificagao. N

Exemplo 3.12 Simplifiquemos a expressao abaixo usando as propriedades das operacdes sobre 0s
elementos de B.

—(a=0b) V 2(-b= —a) definicao =
< —(=aVb) V =(=(-b) V—a) involugao
& (maVb) VbV -a) DeMorgan 2x
& [A(ma) A=b] V [2b A = (—a) ] involugao 2x
& aA-bV bAa comutativa A
< aA-bVaA-b idempoténcia V
& aA-b

A expansdo da defini¢do de = nos permite aplicar as propriedades do complemento e reduzir o nimero
de literais e de operadores. <

Espago em branco proposital.
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Além da simplificacdo de expressoes, podemos usar a manipulacao algébrica para provar pro-
priedades dos operadores sobre bits.

Exemplo 3.13 Vejamos como provar a propriedade chamada de contra-positiva
(a=0b) & (b=a). (3.3)

A prova é construida da mesma forma que numa simplificacdo e cada passo da cadeia de transforma-
¢oes € justificado por uma propriedade valida.

a=b < (avd) definicao de =
A involugao
& (aVvh) DeMorgan
& (@ Ab) involugao
& (aAnb) DeMorgan
& avb comutativa
& bva definicao de =
& b=a

A estratégia de prova é, a partir da forma do lado esquerdo (LE) da equivaléncia, tentar aplicar as
propriedades que transformem a expressdo do LE para que ela fique com a forma da expressdo do lado
direito (LD). Como o LD da equivaléncia contém os complementos dos literais do lado esquerdo, a
aplicacdo da involucdo e DeMorgan nos ajudam a comprovar a equivaléncia. N

Exemplo 3.14 O Teorema de DeMorgan é excepcionalmente ttil e foi definido para duas varidveis
na P4gina 32. Vejamos como provar a sua validade para trés varidveis.

aANbAc

S

substitui (b A ¢) por k
DeMorgan

substitui k& por (b A c)
DeMorgan em (b A ¢)

associatividade

x>

S

o
~

KRR (A A A
ST
< K <K < <z
g

A\
V
Ve

S
S~

N o

ol

~—

S

A propriedade do fechamento nos garante que o resultado da conjuncio de duas varidveis em B também
pertence a B. O primeiro passo da prova substitui a conjuncdo b A ¢ pela variavel k£ € B, para entdo
aplicar DeMorgan nas duas varidveis. O terceiro passo desfaz a substituicdo e mais uma aplicagdo de
DeMorgan nos leva ao resultado que desejavamos provar. A dualidade nos garante que

aVbVe<eaAbAE

é também uma propriedade. Este teorema terd sua utilidade comprovada no Capitulo 5. N
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3.3 Tipos e Especificagoes

A ideia de tipos nao é novidade para aqueles que tiveram a sorte de encontrar uma competente
professora — ou professor — de fisica no Ensino Médio. Estes os terdo ensinado a nunca misturar
voltagem com temperatura, nem comprimento com velocidade. A defini¢do popular para tipos
¢é “laranjas com laranjas, magas com magas”.

A maijoria das especificacbes e descrigdes de circuitos neste texto indicam o tipo dos operandos
e operadores. Os tipos béasicos sao definidos na Tabela 3.9. O uso de tipos para os sinais é
util porque obriga o projetista a atentar para as interfaces entre os varios componentes de um
circuito. Quando um sinal de tipo 77 é ligado a uma entrada com tipo T3, com 71 # T, é
muito provavel que haja um erro de projeto ou de concepcio. A linguagem de descrigdo de
circuitos VHDL, introduzida no Capitulo 10, é dita fortemente tipada porque o compilador
VHDL verifica os tipos de todos os sinais e indica como um erro a ligagdo entre sinais de tipos
distintos e/ou incompativeis. Em VHDL, dé-se o nome de sinal a uma variavel 1dgica ou a
uma tupla de varidveis légicas. Usaremos este nome no que se segue.

Tabela 3.9: Tipos Basicos.

tipo descrigao

B Conjunto dos Bits

N Conjunto dos Ntumeros Naturais

Z Conjunto dos Numeros Inteiros

R Conjunto dos Ntumeros Reais

B" Tupla, ou Vetor de Bits com largura n

(B x---xB) Tupla de valores do tipo B

A0 Fungéo com dominio em A e imagem em ©

A Equacgido 3.4 contém a definigdo completa do operador condicional, que é a versdo compacta
e infixada do comando if c then a else b com operandos a, b e c de tipo B.

a,b,c: B
4> :Bx(BxB)—B (3.4)
a<dc>b = (cAa)V(-cAb)
Esta equacgao pode ser usada para especificar o comportamento de um circuito, ou para docu-
mentar uma implementacao. Nos dois casos, o comportamento é definido com precisao e sem

ambiguidade, e pode ser usado como um contrato entre quem especifica o circuito e quem o
implementa, ou entre quem implementa e quem usa o circuito.

O tipo dos trés operandos a, b, ¢ é declarado, explicitando que estes sdo do tipo bit.
a,b,c: B
O operador condicional < > tem tipo
4> :Bx(BxB)—B

que é lido como “o condicional é uma func¢ido com dois argumentos, o primeiro do tipo B, e
o segundo é um par de operandos (B x B), e produz um resultado do tipo B”. Finalmente, a
expressao

a<dc>b = (cAa)V(-cAb)
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define as relagbes validas entre as varidveis declaradas anteriormente. Veremos adiante que o
circuito que implementa o operador condicional é tao 1util quanto o comando if then else.

3.4 Tuplas de Bits Que Representam Nuimeros

Uma tupla com k bits pode representar 2F padrées distintos. Por exemplo, uma tupla com
k = 1 representa o conjunto de padrdes {(0), (1)}; uma tupla com k = 2 representa o conjunto
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}; para k = 3, o conjunto é

{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1) } .

As poténcias de 2 sdo nimeros deveras populares em Computacao. A n-ésima poténcia de 2
é definida por

n vezes

——N—
2" =2x%x2x---x2.
Por exemplo, 22 =4 =2 x 2, enquanto que 2> =32 =2 x 2 x 2 x 2 x 2.

Tuplas de bits podem ser usadas para representar nimeros na base 2. O nimero N é represen-
tado pelo vetor de bits (ng_1,ng—2,---,n1,n) e seu valor é definido, em notagao posicional,
pela soma de poténcias de 2 da Equacao 3.5.

k—1
N=> n;x2 (3.5)
=0

Se o j-ésimo elemento da tupla é zero, a parcela correspondente da soma é zero. O nimero
cinco é representado por 101y =1 x224+0x2'+1x 2% =440+ 1. O subscrito em ‘1015’
indica que o nimero esta representado na base 2 e nao na base 10.

A operacao inversa da exponenciacio é o logaritmo, e estamos interessados no logaritmo da
base 2. Para um nimero N, o logaritmo de N na base 2 é

2leN = N.

O logaritmo de um nimero indica a largura minima da tupla de bits necessaria para representar
aquele nimero. Se M = 2™, entdo uma tupla de m bits pode representar todos os niimeros
entre 0 e 2" — 1. Considere M = 16; temos que log16 = 4 porque 16 = 2 x2 X 2 X 2, e
na base 2, 16 = 1.00005. E necessaria uma tupla de quatro bits para representar todos os
dezesseis padroes de bits entre 00000 = 0 e 11115 = 15. Para facilitar a leitura, o ponto
agrupador de milhares é usado para agrupar quartetos de bits, e por isso escrevemos 1.00002
ao invés de 10.000.

No que se segue estao especificadas formalmente a funcdo que converte uma tupla de bits para
o numero natural que aquela tupla representa, e o circuito que efetua a divisdo inteira de dois
numeros inteiros. A especifica¢do nao contém nenhuma indicagdo de como o circuito deva ser
implementado, e esta “liberdade de implementacao” é uma das liberdades fundamentais da,
ou do, projetista.
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Exemplo 3.15 A Equacdo 3.6 define a fun¢io que converte um vetor de bits para o nimero natural
correspondente. A fung¢fo num recebe como argumento um vetor V' de n bits, de tipo B”, e retorna
um inteiro IV, que € o valor representado pelo vetor V. O i-ésimo elemento de V' é denotado por v;.

V. .B"

N:N

num : B" — N

num(V)=N = N =" v -2

(3.6)

O valor representado pelo vetor de bits é a soma dos produtos do valor do bit v; pela i-ésima poténcia
de dois, que € a formulacdo da representagdo posicional para a base-2. <

Exemplo 3.16 A Equacfo 3.7 especifica um circuito que efetua a divisdo inteira de dois nimeros
representados em 8 bits. O circuito tem trés entradas e trés saidas: o sinal inicia carrega os valores
do dividendo e do divisor nas entradas ddndo e dvsor, respectivamente, e dispara a computacdo do
resultado; a saida pronto indica que as saidas quoc e resto contém os valores do quociente e do resto
da divisdo inteira.

inicia, pronto : B
ddndo, dvsor : B®
quoc, resto : B
div-8: B x (B® x B®) — (B® x B®) x B (3.7)
div-8(inicia, ddndo, dvsor, quoc, resto, pronto) =
inicia = [pronto =
(num(ddndo) = (num(dvsor) - num(quoc)) + num(resto)) |

Note que a especificacdo ndo determina a maneira de implementar o circuito mas somente define o
resultado a ser produzido em funcdo das entradas que lhe sejam apresentadas. Esta forma de especificar
o comportamento desejado para um circuito, indicando-se apenas sua funcionalidade, é empregada na
modelagem funcional de circuitos com VHDL. O material deste e dos préximos capitulos contém
vérios exemplos de especificagdes funcionais e de implementacdes que as satisfazem. N

Especificagdo com Pré-condigoes O uso de implicagao logica na Equacao 3.7 merece uma
explicagdo. Intuitivamente, a expressao a = b significa que “se a = 1 entdo b = 17. A definicao
do operador = ¢é

a=b=-aVb

e contra intuitivamente significa também que, “se a = 0 entdo nao se pode afirmar nada sobre
o valor de b”. Esta interpretacdo é usada nas especificagoes para garantir que as condigoes
necessarias para a correta operagao do circuito sdo validas: se as entradas estdo dentro do
esperado, entdo o circuito operard como o desejado.

Uma especificagdo é um contrato entre vendedor e comprador do circuito. Como parte do
contrato, consta que se as entradas ndo sdo validas, entao nada se pode dizer sobre o com-
portamento do circuito. No caso do circuito divisor, se o circuito externo ao divisor nao
disponibilizar os valores de dividendo e divisor, e entdo ativar o sinal inicia, ndo se pode es-
perar uma resposta correta. Ademais, no contrato consta que, se as entradas estdo corretas,
entdo o resultado estd disponivel somente se o sinal pronto estiver ativo.
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3.5 Tabela Verdade e Soma de Produtos

Expressoes complexas podem ser construidas pela combinacao de expressoes simples, e o valor
da expressao complexa pode ser derivado dos valores das expressoes simples. Uma expressao
pode ser avaliada através de uma tabela verdade, na qual sao listadas todas as combinagoes
dos valores das variaveis da expressao.

A tabela verdade de uma expressdo com n varidveis contém 2" linhas, uma linha para cada
uma das combinagoes das varidveis. Considere a funcao

p=qA(rvs).

Sua tabela verdade (TV) tem 8 linhas para cobrir todas as 2% combinacdes para os valores
de g, r e s, e é mostrada na Tabela 3.10. O indice das linhas da tabela, que normalmente
¢ omitido, é o niimero representado pela atribuicdo de valores as varidveis em cada linha na
tabela: num({(q,r,s)) = indice. Os operadores foram propositalmente omitidos e nos interessa
mostrar somente o valor de p para todas as combinacoes das entradas.

Tabela 3.10: Tabela verdade da funcdo p=qgA (rVs).

indice q r Ss|p
0 00 0[0
1 0 0 1]0
2 01 00
3 01 1|0
4 1 0 00
5 1 0 111
6 11 01
7 1 1 111

Qualquer funcdo em B™ pode ser representada por uma soma de produtos. A soma é uma
disjuncao de termos, e cada termo corresponde a uma linha da tabela verdade cujo valor
seja 1. Cada produto é a conjungao de varidveis, ou de seus complementos — a propria variavel
se na linha da tabela seu valor é 1, ou seu complemento, se 0. A soma de produtos de p,
segundo a Tabela 3.10 é

p=(qATAS)V (AT AS)V (gATNS),

porque os termos de p que sdo 1 correspondem as linhas 5 ((gATAs) < 101), 6 ((gArAS) «» 110)
e7((gArAs) < 111).

Uma soma de produtos completa é aquela em que todas as varidveis da fungdo, ou seus com-
plementos, aparecem em todos os termos da soma. Uma soma de produtos completa é repre-
sentada por uma disjuncdo de conjuncées, com uma conjunc¢ao para cada linha da TV na qual
a funcdo seja 1. Cada conjuncao é chamada de mintermo e cada mintermo deve conter todas
as variaveis da funcéo ou seus complementos.

Um mintermo é a conjungcdo de todas as variaveis da fungdo, ou seus complementos, e o
i-ésimo mintermo é representado por m;. Uma funcdo F pode ser representada pela soma dos
mintermos para os quais F = 1. A representagdo com mintermos de p(q,r,s) é

p(‘]ar’s):m5vm6\/m7'
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Dependendo da funcgéo, pode ser mais interessante empregarmos uma representacao alterna-
tiva, que é um produto de somas, ou uma conjuncao de disjuncoes, porque esta representacao
pode ser menor do que a soma de produtos que lhe corresponde. A disjuncéo de maxtermos

deve conter uma disjun¢ao para cada linha da TV na qual a funcdo é 0.

O mazxtermo M; é o complemento do mintermo m;, no qual todas as varidveis sdo os respectivos
complementos daquelas do mintermo. Por exemplo, ao mintermo ms = @A b A ¢ corresponde o
maxtermo Ms = a V bV ¢ Assim como para os mintermos, cada maxtermo deve ser completo
e conter todas as varidveis da funcdo ou seus complementos. A representacao p(q,r,s) com

maxtermos de é a conjun¢do dos maxtermos que fazem p = 0

A Tabela 3.11 mostra todos os mintermos e maxtermos para uma fungdo de trés variaveis.

p(g,r,8) = Mo AN My A My A Ms A My

Tabela 3.11: Mintermos e maxtermos para uma funcao de trés variaveis.

mintermos maxtermos

indice a b c produto repr. soma  repr.
0 0 00 aAbAE myg aVbVe M,

1 0 01 aAbAc my avbVve M,

2 01 0 aAbAE me avVbVve M,

3 01 1 aAbAc m3 aVbVve Ms

4 1 00 aAbAC my avbVve My

5 1 01 aAbAc ms avbVve Ms

6 1 1 0 aAbACT mg avbVve Mg

7 1 11 aAbAc myg avbve My

Exemplo 3.17 Vejamos como obter uma representacdo em maxtermos para a fungéo

f=(@vbve)A(bVe)A(avbVe) AaVe).

Como a expressdo para f(a, b, ¢) ndo é completa, devemos iniciar pela obtengdo da forma completa. O
termo (b V ¢) deve ser completado pela inclusdo da varidvel a, e o termo (a V ¢) deve ser completado

com a variavel b:

bve &
~
aVcec &
=

(bVe)A(aVa)
(avbVe)A(@VvbVe)

(aVe)A(bVb)
(@avbVe)A(aVbVe)

aVa=1,1Nz==x
distributiva, comutativa

aVa=1,1ANz=z
distributiva, comutativa

Ao substituir aqueles termos, obtemos a representa¢do completa para f(a, b, ¢),

f=(@vbve)A(avbVe)A@VvbVe)A(avVbVe)AaVbVe)A(aVbVe).

Consultando a Tabela 3.11, obtemos a representagdo de f(a, b, ¢) com maxtermos

? = Mo A Ms A Mg A M3 A My A Ma
= MyANMyNMsgA Mg.
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A tabela verdade de f(a,b,c) é mostrada na Tabela 3.12. Os maxtermos correspondem as linhas da
TV nas quais f(a,b,c) = 0. ATV estd construida de forma a minimizar o trabalho de preenchimento;
quando um termo é completamente determinado por uma varidvel (O A z ou 1 V y), as colunas das
outras variaveis ndo estdo preenchidas por serem redundantes. Somente uma coluna das conjuncdes ou
disjungdes com 2, 3 ou 4 varidveis € preenchida.

Tabela 3.12: Tabela verdade para f(a,b,c).

abc a VbV c|AlbV c|Ala Vv bV E/Ala V c

000 11 1 1 0 11 00 M,
00 1 1 1 1 1 1 11 11 mi
010 0 0 0 1 1 0 0 Mo
011 1 1 1 1|0 0 0 1 1 M
1 00 11 1 1)1 1 1 1 ma
1 01 11 1 1)1 1 1 1 ms
110 11 0 0[0|1 1 1 1 Mg
1 11 11 1 1(1|1 1 11 my
Passo 1 3 2 1 2 3 4|1 3 2 2 1 2 1

Consultando novamente a Tabela 3.11, obtemos f(a, b, ¢) representada com mintermos
f=miVmgVmsVmy.

A representacdo com mintermos é o complemento daquela com maxtermos porque a funcao com max-
termos representa os termos em que f = 0, enquanto a representagdo com mintermos representa os
termos com f = 1.

Neste exemplo, as duas representagdes, com maxtermos € com mintermos, tém complexidade similar,
cada uma com quatro termos de trés varidveis. A verificacdo de qual forma simplificada é mais simples
fica como um exercicio. N

A soma (disjuncdo) dos mintermos é uma representacado compacta para a tabela verdade de
qualquer funcdo G. Empregamos trés variaveis para simplificar a representacao.

Gla,b,c) =myVm; V...Vmy, i,5,kel0,7]. (3.8)
A representagido em termos de produto (conjuncao) de maxtermos é

G(a,b,c) =My ANMpy A...ANM,, l,n,mel0,7]. (3.9)

Podemos também fazer uso de uma abreviagdo similar ao somatério e ao produtério para
representar fungdes nas formas soma de produtos e o produto de somas. Empregando os
simbolos \/ e A para a disjuncdo e conjuncio prefixadas, podemos representar a soma de
produtos como

G(a,b,c) =\/(i,4,....k), i,4,k€0,7]. (3.10)

e o produto de somas como

Q’f(a,b,c):/\(l,m,...,n), l,m,n €[0,7]. (3.11)
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Estas representacoes para func¢bes em termos de soma de produtos completas e produto de
somas completos sdo chamadas de formas candnicas das fungoes.

Exemplo 3.18 Considere a funcéo h, representada por

h(a,b,c) = \/(1,3,6,7) =my1VmgVmgVmy.
Seu complemento pode ser facilmente obtido com a Tabela 3.11

h(a,b,c) = \(0,2,4,5) = Mo A My A My A M.

A Tabela 3.11 mostra que o maxtermo M; é o complemento do mintermo m;, € assim obtemos facil-
mente o produto de somas que representa g(a, b, ¢). <

Considere uma fungdo com k varidaveis e m mintermos. Para converter a representacido de
soma de produtos para produto de somas basta trocar os operadores \/ para A e listar os
2% — m maxtermos que nao estdo listados na soma de produtos. A conversdo no sentido
inverso ¢é similar.

Exemplo 3.19 Para exemplificar a conversdo, as fungdes, s(a, b, c) e v(a, b, ¢), sdo representadas
nas suas formas canonicas.

s(a,b,c) = V(1,2,4,7) =m1 VmaVmyVmy

s(a,b,c) = N(0,3,5,6) = Mo A Mg A Ms AN Mg,

v(a,b,c) = /\(0,1,2,4,5,6) = Mo N My AN My N My N Ms A Mg .
Esta conversdo é um tanto mais simples do que sucessivas aplicacdes de DeMorgan. A representagio
em mintermos de v(a, b, ¢) é algo mais econdmica do que com maxtermos. <

Vejamos trés exemplos de funcoes de tipo B? — B, definidas na Tabela 3.13.

Exemplo 3.20 A func@o ¢(a, b, ¢) indica se a tripla de bits representa um nimero que é mdltiplo de
trés. A funcdo pode ser representada na forma de soma de produtos, ou de forma mais concisa como
uma conjun¢do de mintermos:

t=(@AbAc)V (aANbAT) =m3zV mg.

Da tabela verdade vemos que s6 duas linhas fazem ¢ = 1, as linhas de indice 3 e 6, que sdo aquelas das
conjungdes (@ AbAc)e (aAbAT). Isso porque a fungdo t(a, b, ¢) é 1 somente quando os argumentos
sdo tais que fazem aquelas conjungdes iguais a 1, a saber (0,1,1) e (1,1,0). q

Espaco em branco proposital.
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Tabela 3.13: Tabelas verdade para miltiplos de trés, paridade par e impar.

indice a b c|t ik 1|1 r s t|p
0 0 0 00 0 0 0]0 0 0 01
1 0 0 10 0 0 1]1 0 0 1]0
2 01 0f0 0 1 01 01 0|0
3 01 1|1 01 10 0 1 11
4 1 0 0]0 1 0 0f1 10 0]0
5 1 0 110 1 0 1]0 1 0 1|1
6 1 1 0|1 1 1 00 1 1 01
7 1 1 110 1 1 171 1 1 1|0

Exemplo 3.21 O segundo exemplo de funcio B® — B é a fungio que indica se a contagem de bits
em 1 na tripla € impar. Esta fungéo é tdo util que recebe nome préprio: paridade impar. A funcgio
i(j,k,1) é 1 quando a quantidade de 1s na tripla de argumentos é impar. i(j, k, [) € representada em
forma de soma de produtos por

i=GAEAND)NY GARAND Y (GAEAND) NV (GAKEALD =miVmeVmyVmy

Na Tabela 3.13 a fungdo () esta dividida entre as metades em que j = 0 e j = 1. Na metade de cima,
temos que ¢ = k @ [ e na metade de baixo temos que ¢ = k @ /. Podemos usar esta informagao para
simplificar i(j, k, [):

i & jAEkel) VNI substitui (k & 1) por y
&S JAYVIAY definicdo de &
S jBy substitui y por (k @ 1)
& jaekel) Exercicio 3.7
& jekal
A paridade impar de n bits é seu ou-exclusivo — veja o Exercicio 3.7 N

Exemplo 3.22 O terceiro exemplo de funcio B — B ¢ a fungdo que indica se a contagem de
bits em 1 na tripla é par. Esta func¢do é chamada de paridade par. A fungdo p(r,s,t) é 1 quando a
quantidade de 1s na tripla de argumentos € par. p(r, s,t) é representada em forma de soma de produtos
por

p=FASAL)V (FASAL)V (rASAt)V (rAsAt)=r®sdt

A forma com & ¢ obtida se usarmos o raciocinio do Exemplo 3.21 mais o Exemplo 3.4. N

3.6 Mapas de Karnaugh

Um teorema util no tratamento de expressdoes com operadores e elementos de B é o Teo-
rema 3.21, conhecido como o Teorema da Simplificagdo. Este teorema permite a eliminacao de
varidveis em expressoes. As equivaléncias (a) permitem a construcido de Mapas de Karnaugh,
que sao apresentados no que se segue. O Teorema da Simplificacdo para duas varidveis pode
ser provado, facilmente, com trés tabelas verdade e Dualidade. O Teorema 3.21 (a) também é
chamado de Teorema da Absorgdo.
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Definigao 3.21 (Teorema da Simplificacao)

@Ay)V(@A-y)=z  (@VyA@V-y) =z ()
zV(zAy) ==z zA(xzVy) ==z (b)
(zV-y)hy=zAy (@A-y)Vy=zVy  (c)

Exemplo 3.23 Simplifiquemos a expressio abaixo usando as propriedades dos operadores sobre
B, mais o Teorema da Simplificacao.

[wA(zVy)]V (twA-z)Vy distributiva
& (wAz)V(wAy) V (~wA-z) Vy comutativa
& (wAz)V (~wA-z)V [(wAy) VY simplificacao (b)
< [(wAz)V (~wA-x)] Vy definicdo @
& (we-z)Vy

A primeira regra expande a expressao original para permitir a simplificacdo. A segunda aproxima os
termos em w e x, e a terceira elimina a subexpressdo (w A y). A quarta regra reescreve os dois termos
com a defini¢do do ou-exclusivo. N

O Teorema da Simplificagao é empregado implicitamente na construcao de Mapas de Karnaugh
para permitir a simplificacdo de expressoes pelo agrupamento de células. A Figura 3.2 mostra o
mapa de Karnaugh para a expressao p = ¢A(rVs). Cada célula no mapa é identificada por um
nimero no canto superior direito, que é justamente o indice na tabela verdade correspondente
a célula. Os pares de nimeros acima do mapa indicam os valores que correspondem as células
abaixo do par, para as varidveis r e s. As colunas em que r = 1 sdo aquelas ‘cobertas’ pela
linha horizontal, acima do mapa, marcada com 7, e as colunas com s = 1 sdo ‘cobertas’ pela
linha marcada com s. A linha vertical marcada com ¢ indica a linha com ¢ = 1.

indice
0
00 01 11 10

— === O OO O
——_ O O = = O Ol
_ O = O M= O F Ol Ww

o

()

)

()

@)

N OO W N

P
0
0
0
0
0
1
1
1

Figura 3.2: Mapa de Karnaugh para p =g A (rV s).

A i-ésima célula do mapa é preenchida com o valor para p da linha da tabela verdade de indice 1.
Assim, a célula de niimero 0 corresponde & primeira linha da tabela, com (gq,r,s) = 0002,
enquanto que a célula de nimero 5 corresponde a linha com (g, r, s) = 101s.

A disposicao das células é tal que a representacdo em bindrio dos indices de duas células vi-
zinhas difere exatamente em uma posi¢do. Considere duas células vizinhas i e j. O mapa é
organizado para que os indices destas células sejam tais que somente um dos bits na represen-
tagdo bindria dos dois indices difere, o que nos permite usar a primeira versao do Teorema da
Simplificacdo, e eliminar a varidvel que muda. Isso permite agregar e simplificar os minter-
mos m; e m; na soma de produtos.
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O mapa é desenhado como um retangulo, mas seu formato é o de um toroide? porque as células
dos lados menores sdo adjacentes — as células 0 e 2 sdo vizinhas — assim como as células dos
lados maiores, embora isso seja mais facil de perceber num mapa para quatro varidveis.

Sao possiveis duas simplificagdes no mapa de p = g A (rV s), e estes sao indicados pelas elipses
na Figura 3.3. A elipse da esquerda representa o agrupamento g A s e a elipse da direita
representa o agrupamento g A r.

Pl oo o1 11 10
0 T3 7
o] O 0 0 0

AGon,

Figura 3.3: Mapa de Karnaugh com os agrupamentos de p =g A (rV s).

A elipse da esquerda elimina r porque as células 5 e 7 representam os mintermos ms (indice
(q,r,s) = 101) com r = 0, e m7 (indice (q,r,s) = 111) com r = 1. A elipse da direita elimina s
porque as células 6 e 7 representam os mintermos mg (indice (q,r,s) = 110) com s = 0 e my
com s = 1.

A expressao, na forma de soma de produtos, resultante da simplificacao é

pr=(gNs)V(gnr),

que é uma expressao ‘maior’ que aquela de p. A expressao original pode ser obtida de p’ pela
aplicacao de distributividade.

Exemplo 3.24 Vejamos como preencher o Mapa de Karnaugh para g(a,b,c) = \/(0,1,2,3,5,7),
e entdo deduzir uma simplificacio para g.

O preenchimento é direto: as células com os nimeros dos mintermos sdo preenchidas com 1, e as
demais com 0.

O mapa na Figura 3.4 mostra os dois agrupamentos que resultam na maxima simplificacdo. O agrupa-
mento da linha de cima simplifica as varidveis b e ¢ porque as células adjacentes de ambas trocam de
valor na linha. O termo simplificado corresponde a @.

O agrupamento no centro do mapa corresponde a ¢ porque hd troca de valor tanto nas células em
que a = 1, quanto nas em que b = 1. A fung@o simplificada é portanto ¢’ = a V c.

Outra possibilidade seria aproveitar que o agrupamento do centro cobre os mintermos mj, ms, ms €
my, € agrupar os mintermos mg € ms, que sdo vizinhos “por fora” do mapa. Neste caso, a funcio
(menos) simplificada é ¢” = (@A ¢) V c N

Exemplo 3.25 A Figura 3.5 mostra a tabela verdade e o Mapa de Karnaugh para uma func¢io de
quatro variaveis, u(x,y, z,w) = \/(1,4,6,9,12,14). Neste caso, os dois agrupamentos possiveis o
nas bordas do mapa. As células 1 e 9 s@o adjacentes porque = € a Unica varidvel que muda entre as
duas células, e este agrupamento corresponde ao termo y A Z A w. As células 4 e 6 sdo adjacentes
porque z muda, assim como as células 12 e 14. Este agrupamento resulta no termo y A w. A fungfo
simplificada é portanto u(z,y, z,w) =gAZAw V y Aw. N

2Mesmo formato que um pneu de automével.
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be
9100 o1 11 10
a 0 _—— 3 2
0 (1 /1] N 1)
4 5 7 6
1| o &_y 0

Figura 3.4: Mapa de Karnaugh para g(a,b,c) = \/(0,1,2,3,5,7).

zw
“loo yor, 11 10
Ty 0 3 2
00| O 1 0 0
— 1 5 7 =
01 } 0] 0 ﬁ&
1 13 15 14
1| 1 0 0 1
8 9 11| 10
10| O m 0 0

Figura 3.5: Mapa de Karnaugh para u(z,y, z,w) = \/(1,4,6,9,12,14).

Exemplo 3.26 A Figura 3.6 mostra a tabela verdade e o Mapa de Karnaugh para uma fungéo
de quatro varidveis. Para esta funcdo em particular, ndo ha como agrupar células para obter alguma
simplificacdo de ¢. As células preenchidas com 1 formam diagonais no mapa, e isso indica que a fun¢do
é o ou-exclusivo das entradas — a tabela verdade mostra que a funcdo ¢ é 1 somente nas linhas com um

nimero impar de 1’s nos valores de (z,y, z, w), e portanto t = x Hy & z O w. N

indice tlx vy z w
0 0(0 0 0 O
1 110 0 0 1
2 110 0 1 0 2w
3 0|0 0 1 1 oo o1 11 10
4 110 1 0 O Ty 0 1 3 2
5 olo 1 0 1 00 0 1 0 1
6 0j0 1 1 0 4 5 7 6
7 110 1 1 1 01| 1 0 1 0
8 L1 000 o[ 13 15 14
9 0/1 0 0 1 111 0 1 0 1
10 0j1 0 1 0

8 9 11 10

11 111 0 1 1 ol 1 0 1 0
12 0j1 1 0 O
13 11 1 0 1
14 1{1 1 1 0
15 01 1 1 1

Figura 3.6: Tabela verdade e mapa de Karnaugh para t(z,y, z,w).
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O mapa de quatro variaveis das Figuras 3.5 e 3.6 é desenhado como um quadrado apenas
para facilitar o desenho em duas dimensées. Uma representacdo mais precisa é aquela de um
toroide — as células da primeira linha da figura sdo adjacentes as da tltima linha (0 e 8, 1 e 9,
3ell, e2e10), e as células da esquerda sdo adjacentes aquelas da direita (0 e 2,4 e 6, 12 e
14, e 8 e 10). Estas células sao adjacentes porque hé somente a troca de x para T nas linhas
do topo e base, e de z para Z nas linhas da esquerda e da direita, e portanto podem ocorrer
simplifica¢bes que envolvem células em “margens opostas” do mapa.

Exemplo 3.27 A Figura 3.7 mostra a tabela verdade e a funcio simplificada para uma funcio
que identifica nimeros primos codificados em 4 bits — a fungdo p(a, b, c,d) é 1 sempre que o nimero
representado pelos argumentos for primo.

A figura também mostra a soma dos seis produtos e a expressao simplificada através de cinco aplicacdes
do teorema da simplificacdo (a). Para tal, basta olhar na tabela, nas linhas em que a fungdo € 1, e
verificar em quais pares de linhas ocorre uma varidvel e seu complemento, desde que os outros literais

sejam idénticos. O termo marcado com uma estrela, € redundante e pode ser eliminado. N
indice a b c d|p - -
0 50 0 000 p = (aAn ? ANeNd) Vv ma
) 000 1l0 @ANbAeNd) Vv ms
5 001 0l1 @ANbAEAd) V ms
5 00 1 11 @ANbAecNd) Vv my
A 010 0lo (aAbAcAd) V mi1
5 010 111 (CL ANbDNEA d) mi3
6 01100 elimina d de msy e mg
. 011 11 elimina b de mg e my
g 100 olo & elimina ¢ de mys e m7 *
9 100 1lo elimina a de ms e mq3
10 101 0lo elimina a de m3z e mq1
(@NbAc)V
11 1 01 1|1
(@NcAd)V
12 1 1.0 0/0
13 110 1l1 @nbnAd) Vv
(bAcAd)V
14 1 1.1 0/0 (bATAd)
15 111 1|0 ¢

Figura 3.7: Tabela verdade para a funcdo primos em 4 bits.

Exercicios

Ex. 3.1 Prove que o operador A de trés entradas A(a, b, ¢) é equivalente a duas aplicagdes do
operador A de duas entradas: A(a,b,c) = (a Ab) Ac.

Ex. 3.2 Estenda o resultado do Ex. 3.1 para qualquer niimero de entradas.

Ex. 3.3 Repita o Ex. 3.1 para os operadores \/ and V.
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Ex. 3.4 Estenda o resultado do Ex. 3.3 para qualquer niimero de entradas.

Ex. 3.5 Com base nos resultados dos Ex. 3.2 e 3.4, defina os operadores A e \/ de uma
maneira andloga a defini¢do de somatoério para inteiros.

Ex. 3.6 Com base no Ex. 3.5, mostre que A equivale ao quantificador universal V, e que \/
equivale ao quantificador existencial 3.

Ex. 3.7 Prove que o operador @ é associativo. Prove que ¢, na Figura 3.6, é t = @(x,y, z,w) .
Pista: inicie provando que @(z,y, z) é associativo.

Ex. 3.8 Prove que o Teorema de DeMorgan é valido para qualquer niimero de varidveis.

Use as expressoes abaixo para resolver os Exercicios 3.9 a 3.12.

a7b7c7d7e)p7Q7r787tJU:E

bV (cA(dVe)) i)
(gA(tVu)v(gvs) A=ty -s)) (i)
aV-bV (mcANdA(=bV —a)) (131)

(P A=gAT)V (s A(pVrV=g) (i)
Ex. 3.9 Preencha as tabelas verdade das expressoes (i) a (iv). Enumere os mintermos com
as variaveis na ordem alfabética.
Ex. 3.10 Use as propriedades dos bits para simplificar algebricamente as expressoes (i) a (iv).
Ex. 3.11 Simplifique as expressoes (i) a (iv) com mapas de Karnaugh.
Ex. 3.12 Escreva as duas formas canoénicas para as expressoes (i) a (iv).

Ex. 3.13 Com base na especificacao do divisor (Eq. 3.7), especifique um circuito que efetua
a multiplicacgao inteira.

Ex. 3.14 Defina a inversa da funcio num (Eq. 3.6). A funcdo num ™! tem como argumento
um numero natural e produz uma tupla de bits que representa o argumento na base dois.
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