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Abstract. This work describes a floating point arithmetic unit (FPU). The
FPU is modeled in VHDL and synthesized for an FPGA development board.
The floating point numbers are represented according to the 32 bits floating
point IEEE-754 standard. The unit works as a peripheral that is acessed
through the processor’s data bus. The addition and multiplication operations
implement the algorithms described in [Patterson and Hennessy 2009] and
were split into pipeline stages to yield one operation result per clock cycle
since floating point operations are expensive.

Resumo. Este trabalho descreve uma Unidade de Ponto Flutuante (UPF)
modelada em VHDL e sintetizada para um modulo de desenvolvimento com
FPGA. A representacdo de numeros reais no processador € feita sequndo
o padrao IEEE-754 de ponto flutuante de 32 bits. A unidade € acessada
como um periférico no barramento de dados do processador, e as operac¢oes
de soma e multiplicacdo estao implementadas de acordo com o0s algoritmos
descritos em [Patterson and Hennessy 2009] e divididas em estdgios de pi-
peline para possibilitar a conclusao de uma operacao a cada ciclo de reldgio,
uma vez que operacoes de ponto flutuante sdo custosas.

1. Introducao

Em 2012, no Departamento de Informatica da Universidade Federal do Parana, foi
iniciado o desenvolvimento do cMIPS [Hexsel and Carmo 2013}, um processador ba-
seado no design classico de cinco estagios do processador MIPS de 32 bits descrito
em [Patterson and Hennessy 2009]. O modelo do processador caracteriza-se como
uma ferramenta de ensino e pesquisa de arquitetura de computadores. As unida-
des bésicas do processador de 5 estagios foram implementadas e sintetizadas para
um moédulo de desenvolvimento com um FPGA Altera. O ¢cMIPS implementa so-
mente instrugoes com numeros inteiros. Para um projeto que se propde a compor
um computador completo, é imprescindivel suportar operagdes com niimeros reais e
¢ importante que a execugao e a representacao se adequem ao padrao utilizado na
industria. Este artigo apresenta a implementacao das operagoes de soma e multi-
plicagdo de ponto flutuante de 32 bits.

O artigo apresenta brevemente o padrao IEEE-754 de representacao de ponto
flutuante de 32 bits. Sao descritos os algoritmos das operagdes de multiplicagao e



adicao, nas Secoes 3 e 4. A Secao 5 descreve a interface da unidade com a CPU.
Na Secao 6 é detalhada a implementacao das operacoes com adaptacoes para o
cMIPS, em especial a divisao de estagios de pipeline. As Segoes 7 e 8 descrevem os
procedimentos de testes e as consideracgoes finais, respectivamente.

2. Representacao de Ponto Flutuante

Representar ntimeros reais com um ntimero limitado de bits é uma tarefa complexa.
E impossivel, por exemplo, representar dizimas periddicas, niimeros irracionais, e
sempre havera um limite de precisao pois apenas um subconjunto pequeno dos reais
pode ser representado por aproximacoes em 32 bits.

Na representacao em ponto flutuante de 32 bits, um ntmero é representado
por trés campos:

1 bit | 8 bits 23 bits
sinal | expoente | mantissa

O valor real do expoente é o valor decimal do vetor de 8 bits subtraido de um
deslocamento (bias) de 127, que permite que sejam representados valores negativos.
O numero representado pode ser computado pela Equacao 1.

(_1)5 * (1 + m/223) * 261}1)—127 (1)

Dois expoentes sao reservados:

e “11111117: para infinito positivo e negativo, e nimeros nao definidos (i.e.
Not a Number ou NaN)
e “000000007: zero e nimeros denormalizados.

O valor de um ntmero denormalizado é menor que o menor niimero repre-
sentavel e é computado pela Equagao 2.

(—1)% % (0 + m/2%%) % 200127 (2)

No caso do ponto flutuante de 32 bits, podem ser representados 127 * 225
nimeros normalizados e 224 niimeros denormalizados. As mintcias da representacao
podem ser encontradas em [Kannan 2009].

3. Multiplicacao de Ponto Flutuante

A implementacao da multiplicagdo em ponto flutuante é baseada no algoritmo des-
crito em [Patterson and Hennessy 2009].

A mantissa tem um bit implicito, totalizando 24 bits, e seu valor depende do
expoente. Se o expoente for diferente de 00000000 o bit implicito é 1, caso contrario
(denormalizado ou zero), é 0.

O algoritmo para a multiplicacao consiste dos seguintes passos:

e verificar o tipo das entradas (NaN, Inf,0 e denormal) e acionar flags caso o
resultado seja um padrao (oo * £0 = NaN, ...);

e calcular o expoente parcial somando os expoentes e subtraindo o desloca-
mento do resultado;



e calcular o sinal resultante com um ou-exclusivo entre os sinais;

e prever se a operacao gera resultado denormalizado e calcular previamente
o deslocamento necessario - quando o expoente parcial for menor do que
EXPmin-1 (00000000), seu valor absoluto é o ntimero de casas que o signifi-
cando do resultado final deve ser deslocado para a direita;

e multiplicar as mantissas dos operandos;

e arredondar e normalizar o resultado.

Caso haja underflow, que ocorre quando o resultado parcial fica entre o me-
nor nimero positivo ou o maior niimero negativo representavel, o resultado final é
forcado para zero, e é representado por:

sinal | expoente mantissa

71 00000000 | 0.00000000000000000000000

Sendo o sinal o resultante da operacao que causou o underflow.

Caso haja overflow, que ocorre quando o resultado parcial fica entre o menor
nimero negativo ou o maior niimero positivo representavel, o resultado é forcado a
infinito, positivo ou negativo, dependendo do sinal resultante, e é representado por:

sinal | expoente mantissa
? 11111111 | 1.00000000000000000000000

Sendo o sinal o resultante da operacao que causou o overflow.

NaN (Not a Number) ocorre quando algum operando é NaN ou se ocorre a
multiplicacao de £0 por +oo, e é representado por:

sinal | expoente mantissa
0 11111111 | 1.00000000000000000000000

Casos especiais sao tratados conforme o definido na Tabela 1.

Tabela 1. Casos Especiais da Multiplicacido

A\ B|NaN +oo —-oo +0 -0 +Num —Num

NaN | NaN NaN NaN NaN NalN NalN NaN

400 | NaN 400 —oo NaN NaN +00 —00

—o0 | NaN —oo +oo NaN NaN —00 +00

+0 NaN NaN NaN +0 —0 +0 —0

-0 NaN NaN NaN -0 +0 -0 +0
4+Num | NaN 400 —o0 +0 —0  +Num ou +00c  —Num ou —oo
—Num | NaN  +o00 400 -0 +0 —Num ou —oco +Num ou +00

4. Adicao

A adicao em ponto flutuante é efetuada sobre dois operandos de 32 bits A e B, e é
baseada no algoritmo descrito em [Patterson and Hennessy 2009].

Na adi¢ao devem ser utilizados os valores dos significandos, que sao obtidos
a partir das mantissas m4 e mp com:

A=14+mu/2", ... B=1+mp/2%



exceto para ntimeros denormalizados, que nao tém o “1” implicito. O ntimero de bits
do significando totaliza 24. A implementagao exige um bit a mais para comportar
a representacao negativa em complemento de 2 de todos os valores possiveis do
significando.

O algoritmo da adi¢do consiste em:

e deslocar os bits de um dos significandos para a direita de acordo com a
diferenca entre os expoentes dos operandos, de modo a que ambos estejam
no mesmo grau, que ¢ o grau do maior expoente;

e cfetuar a soma dos significandos e normalizar o resultado, levando em con-
sideragao a ocorréncia de overflow e garantindo que o bit mais significativo
da mantissa do resultado seja 1, exceto quando o resultado for 0, +o0 ou
poténcias de 2;

e corrigir o expoente do resultado de acordo com os deslocamentos realizados
na normalizacao.

Na descricao do algoritmo do padrao IEEE-754, os operandos sao “reposi-
cionados” de modo que o A é sempre o de menor expoente. Isso resulta em que,
caso haja diferenca de expoentes, serao sempre os bits do significando A os bits
deslocados para a direita.

Caso o sinal dos operandos seja diferente, é utilizado o complemento de dois
do significando de A, independentemente de qual dos operandos é negativo, uma vez
que o valor absoluto da diferenca é sempre o mesmo. O sinal do resultado é o sinal
do operando de maior expoente.

Caso os expoentes sejam iguais, os sinais sejam diferentes e o significando
A seja maior do que o significando B, o resultado da adi¢ao dos significandos serd
negativo. Assim, serd tomado o complemento de 2 deste resultado, para garantir
que seja positivo e, neste caso, o sinal do resultado final deve ser o do operando A.

Os casos de underflow e overflow sao processados como na multiplicacao e
os demais casos especiais sao tratados como definido na Tabela 2.

Tabela 2. Casos Especiais da Adicdao

A\ B |NaN 400 —oo 40 -0 +Num —Num

NaN | NaN NaN NaN NaN NaN NaN NalN

400 | NaN 400 NaN +oo +o00 400 400

—oo | NaN NaN —o0 —00 —00 —00 —00

+0 NaN 400 —o0 +0 +0 +Num —Num

—0 NaN 400 —o0 +0 -0 +Num —Num
+Num | NaN 400 —oo +Num +Num +Num ou +oo =£Num ou +0
—Num | NaN +o0 —o00 —Num —Num =£Num ou +0 —Num ou —o0

5. Interface com o processador

As duas unidades, de soma e de multiplicacao, sao utilizadas pelo processador como
periféricos, sendo acessadas por meio de enderecos de 32 bits a partir do endereco
base da unidade de ponto flutuante (UPF). A CPU realiza dois stores nos enderecos



dos operandos, os resultados sdo guardados em buffers de saida com quatro regis-
tradores de 32 bits e sdo enviados ao barramento mediante requisicao da CPU —
um load no endereco do primeiro operando, como mostram os trechos de programa
abaixo.

Multiplication Addition

sw rl, O(UPF) sw rl, 8(UPF)
sw r2, 4(UPF) sw r2, 12(UPF)
lw r3, O(UPF) lw r3, 8(UPF)

O buffer de saida é usado para aumentar a concorréncia entre a UPF e o
processador. Cada registrador ¢ acompanhado um bit de validade que indica se o
resultado ja foi enviado a CPU e portanto esta obsoleto. Os dois bits menos signifi-
cativos do endereco sao utilizados para identificar uma instrucao — eles acompanham
os operandos pelo pipeline, indicam em que posicao do buffer de saida de cada uni-
dade um resultado deve ser guardado e qual resultado deve ser retornado para uma
requisicao da CPU. Sao usados estes dois bits para evitar acréscimo de bits de con-
trole no barramento, enquanto oferece alguma flexibilidade ao programador para
reordenar as requisicoes de resultados.

6. Pipelining

Com o relogio de 50 MHz do moédulo de desenvolvimento seria impossivel executar
uma operacao de ponto flutuante em um ciclo. As unidades de adicao e de mul-
tiplicacao foram portanto segmentadas em cinco estagios. Os estagios do circuito
somador sao:

e no primeiro, ¢ recebido o primeiro operando, pelo endereco base + §;

e no segundo estagio, é recebido o segundo operando, pelo enderego base + 12.
E feita a subtracao dos expoentes e a “inversao” dos operandos se necessario,
liga-se os bits de status para entrada denormal, verifica-se se os sinais sao
diferentes e complementa-se o significando A se necessério;

e 1o terceiro, realiza-se a adicdo dos significandos, o complemento de 2 do
resultado se necessario, quaisquer deslocamentos de bits necessarios a nor-
malizagao, e o arredondamento do resultado;

e no quarto estagio, realiza-se a adicao de 1 ao resultado se o arredondamento
assim determinar, desloca-se o resultado desta adi¢ao para a direita caso haja
overflow, e corrige-se o expoente de acordo com os deslocamentos realizados;

e no quinto e ultimo estagio, o resultado é guardado em um buffer de saida a
esperar pela requisicao da CPU.

Os estagios do multiplicador sao:

e 1o primeiro, ¢ recebido o primeiro operando, pelo endereco base;

e 1o segundo estagio, é recebido o segundo operando, pelo endereco base + 4. E
feito o calculo do expoente parcial, sdo ativadas as flags de resultados triviais
(eg.: £0 x x = +0, = € R), liga-se os bits de status para entrada denor-
mal (usados no estagio seguinte), e é calculado o nimero de deslocamentos
necessarios caso se verifique que resultado serda denormal,



e no terceiro, realiza a multiplicacao das mantissas, utilizando um multiplica-
dor de inteiros combinacional, e utiliza os bits de status de entrada denormal
do segundo estdgio para adicionar ou nao o ‘1’ implicito a mantissa;

e no quarto estagio sao feitos o arredondamento e normalizacao da mantissa.
O arredondamento utilizado foi o “Simple Round to Nearest/up Algorithm”
[Santoro et al. 1989]. Sao entao feitas verificagoes finais, tais como se o
ntmero é pequeno demais para representar (nem como denormal, sendo un-
derflow ou zero), ou se o numero é grande demais para representar;

e no quinto estagio, o resultado é guardado em um buffer de saida a esperar
pela requisicao da CPU.

7. Testes

Diversos casos de testes foram elaborados manualmente com base no fluxo de
execucao dos algoritmos. Efetuamos pelo menos um teste de cada fluxo de execucgao
possivel, e cada componente das unidades comportou-se como esperado. Comple-
mentarmente, foi escrito um programa de testes que gera dois nimeros em ponto
flutuante aleatérios e executa a multiplicacdo ou adicao desses. As saidas foram
comparadas com a ferramenta disponivel em [Schmidt 2015], as mesmas entradas
foram inseridas na unidade de ponto flutuante, e os resultados foram comparados.
Desse modo temos alguma certeza da corretude dos resultados.

8. Consideracgoes Finais

As unidades foram analisadas e simuladas com o compilador GHDL [Gingold 2012,
e os resultados dos testes foram satisfatérios. Como trabalhos futuros serao exe-
cutados testes da UPF em FPGA — independentes do processador — para adequar
a distribuicdo de componentes nos estagios dos pipelines ao periodo de clock do
processador. Em seguida, a UPF sera acoplada ao cMIPS e embarcada em FPGA
juntamente com os outros periféricos. Futuramente sera adicionada a operacao de
divisao a UPF.
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