Interpolacao
Introducao

* A interpolacao € outra téecnicas bem conhecida e
basica do calculo numerico.

» Muitas funcdes sao conhecidas apenas em um
conjunto finito e discreto de pontos de um
intervalo [a,b]. A tabela abaixo, por exemplo,
informa o numero de carros que passam por um
determinado pedagio em um determinado dia .

X X X X X X X
1 2 3 4 5

| 6
Horario 10:00 11:00 12:00 13:00 14:00 15:00

Numero(emmil) 269 1,64 1,09 104 149 244

Cl202 - Métodos Numéricos 1 IMAGQ

Grupa de Pesgujsgem Visda Computacional,



4, Interpolacao

- Introducao

» A partir desses dados suponhamos que se queira
o calcular:

» 0 numero de carros que passariam pelo
- pedagio as 11:30.

~ » A interpolacao tem o objetivo de ajudar na
resolucao deste tipo de problema.

» E também pode ser aplicada sobre um conjunto
de valores obtidos através de experimentos.
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Interpolacao

Introducao

» Interpolar uma funcao f(x) consiste em aproximar
essa funcao por uma outra funcao g(x).

» g(x) € escolhida entre uma classe de fungoes
definidas a priori e que satisfacam algumas
propriedades.

» A fungcao g(x) € entao usada em substituicao a
funcao f(x).
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4, Interpolacao

» |ntroducao
-
» A necessidade de se efetuar esta substituicao
surge em varias situacoes, como por exemplo:

» Quando sao conhecidos somente os valores
numeéricos da funcao por um conjunto de
< pontos ( nao dispondo de sua forma analitica)
e € necessario calcular o valor da funcao em
Vo um ponto nao tabelado (exemplo anterior).

‘ ‘,-ll'l
|".-'.A\'.|JI'; -y '-'I'S-\.'G.'__‘T-=I=|:‘-J'..'|!' lanatk,
_'nur];a - l-'r:r.:"it-.“'.&r'.o e Imasers

Cl202 - Métodos Numéricos 4 I
Grupn e B



Interpolacao

Introducao

» Quando a funcdo em estudo tem uma expressao
tal que operacdoes como a diferenciacao € a
integracao sao dificeis ou impossiveis de serem
realizadas.

» Neste caso, podemos procurar uma outra funcao
gue seja uma aproximacao da funcao dada e
CUJO manuseio seja bem mais simples.
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4, Interpolacao

» |ntroducao

-

— » As funcoes que substituem as funcoes dadas
podem ser de tipos variados, tais como:

> » polinomiais;

- » trigonomeétricas;

A » exponenciais;
» logaritmicas.
3
» Porém, sera considerado apenas o estudo das

é funcoes polinomiais.

P 4

i
P
BEqUlsg em Vo Lampatarional,
arafiss e Fr:cr:tq".gr'.n de: | mases
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4, Interpolacao

- Conceito de Interpolacao

» Seja a funcao y = f(x), dada pela tabela 1.

- Deseja-se determinar f(X), sendo:
va) Xe (x ,x ) e )"(;txi,i=0,1,...,6

o) X (X , X )
.h 0 6
By
: } [] ~

» Para resolver (a) tem-se que fazer uma interpolacao.

o » Sendo assim, determina-se o polindbmio interpolador,

que € uma funcao tabelada.
¢ » Porém, para resolver (b), deve-se realizar uma
P extrapolacao. 4

i
P
BEqUlsg em Vo Lampatarional,
arafiss e Fr:cr:tq".gr'.n de: | mases
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Interpolacao

_e Conceito de Interpolacao

s

Cl202 - Métodos Numéricos

» Consideremos (n+1) pontos distintos: x , X,

g(xo):f(xo)
g(xl):f(xl)

'!X5

n

chamados nos da interpolacao, e os valores de f(x)
nesses pontos: f(x ), f(x ), ..., (X ).

* Uma forma de interpolacao de f(x) consiste em se
obter uma determinada funcao g(x) tal que:
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‘, Interpolacgao
- Conceito de Interpolacao

e Graficamente temos:
A

L.
“."})
v
/’ 2 s £ z z z X
= = = = z z }
’ Interpretacdo geométrica paran =5
e A & -
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4, Interpolacao
» Interpolacao Linear

" e Obtencdo da féormula

» Dados dois pontos distintos de uma funcao y =
f(x) 1 (x,,y,) € (X ,y.), deseja-se calcular o valor de

¥ para um determinado valor de X entre X, €X,,
usando a interpolacao polinomial.

- » O polindmio interpolador € uma unidade menor
gue 0 numero de pontos conhecidos.

» Assim, o polindmio interpolador nesse caso tera
grau 1, isto é:

o P1(X) — a1X + ao ) 4 =
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Interpolacao

» |nterpolacao Linear
» Obtencao da formula

» Para determinar este polinbmio, os coeficientes
a, e a devem ser calculados de forma que se

tenha:
, P1(x0) = f(xO) =y, e P1(x1) = f(x1) =y,
» Ou seja, basta resolver o sistema linear abaixo:
Ja1XO + ao = yO
onde a e a_ sao as incogtas e

_;a1x1 + ao = y1

X 1 , . .
A=|"" & a matriz dos coeficientes.
A 1_ a®=
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Interpolacao
Interpolacao Linear

» Obtencao da formula

» O determinante da matriz A é diferente de zero,
sempre que x_# x_, logo para pontos distintos o

sistema tem solucao unica.
» O polindmior interpolador P (x) = a x+ a_ tem
como imagem geometrica uma reta, portanto a

funcao f(x) esta sendo aproximada por uma reta
que passa pelos pontos conhecidos (x_,y,) €

(X,5Y,)-

L 4 -
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4, Interpolacao
» |nterpolacao Linear

¢« O gréafico abaixo, mostra geometricamente, os dois
pontos (x_,y,) € (x.,y,), € a reta que passa por eles.

L
Yy A
X
p,(X)
=
< §
4 . >
0 X X
0 1 |
- $.
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‘, Interpolacao
- e Interpolacao Linear

* Exemplo — Seja a funcao y = f(x) definida pelos

o> pontos da tabela baixo. Determinar o valor de 7(15).
»
TN
I
3
4 P (15) = 341
- MR =
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Interpolacao
» |nterpolacao Linear

» Exercicio — Na fabricacdo de determinadas ceramicas é
muito importante saber as condi¢cdes de temperatura em que
o produto foi assado no forno. Como nao é possivel medir a
temperatura do forno a todo instante, ela € medida em
intervalos periodicos de tempo e esses dados sao
interpolados para o instante em que cada peca foi
“gueimada” a fim de se conhecer a temperatura do forno
nesse instante. Em um dia de funcionamento do forno, os
seguintes dados foram coletados:

Horario 10:00 13:00 16:00 19:00

Temperatura (10°°C) 251 2,63 2,95 241

» Estime a temperatura do forno as 14:30.
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Interpolacao
' Interpolacao Quadratica

» Obtencao da formula

» Se conhecermos trés pontos distintos de uma
funcao, entao o polinébmio interpolador sera:

_ . 2
o P(X) =ax"+aXx+a,
» O polinomio P (x) € conhecido como fungao

quadratica cuja imagem geomeétrica € uma
parabola.

» Portanto, a funcao f(x) € aproximada por uma
parabola que passa pelos trés pontos conhecidos

(X Yo)s (X)) € (X,Y,).
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Interpolacao
e Interpolacao Quadratica

e Obtencao da formula

o Para determinar os valores de a, .a ea, e
necessario resolver o sistema:

2 .
.azxo + a1x0+ ao = yo

2 &
@ \!3.2X1 +a1x1+a0—y1
2 2
98.2X2 + a1x2+ ao = y2
onde a_ ,a e a,sao as incognitas e os pontos

(X,5¥,)s (X.,¥,) € (X,,y,) sao conhecidos.
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4, Interpolacao
e |nterpolacao Quadratica
A . Obtencao da formula

X
* A matriz dos coeficientes é:
e - .
i 1
Xo X
ol AN A 1
2
° Como os pontos sao distintos, entao o sistema
tera solucao unica.
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Interpolacao

Interpolacao Quadratica

* Exemplo — A velocidade do som na agua varia com
a temperatura de acordo com a tabela abaixo:

X X1 X2 X3 X4 X5

Temperatura (°C) 86,0 93,3 98,9 104,4 110,0

Velocidade (m/s)

® Pretende-se estimar a velocidade do som na agua a
uma temperatura de 100 °C, com quatro casas
decimais com arredondamento.

o P (100) = 1542,9645
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Interpolacao

_o |nterpolacao Quadratica

e Exercicio — A resisténcia de um certo fio (de uma
certa substancia), f(x), varia com o diametro desse
fio. A partir de uma experiéncia registaram-se 0s
seguintes valores:

X X X X

1 p 3 4
A 15 20 30 40
49 33 20 15

® Estime a resisténcia de um fio com o didmetro de

2,7/, com quatro casas decimais com

arredondamento. a®=
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Interpolacao

» Interpolacao de Lagrange

» As interpolacoes vistas anteriormente sao casos
particulares da interpolagao de Lagrange. Vamos
estudar agora o polindmio interpolador de grau
menor ou igual a n, sendo dados n + 1 pontos
distintos.
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4, Interpolacao

«m © Interpolacao de Lagrange

» Teorema: Sejam(x,y), 1=0,1, 2, ..., n, n+1 pontos

distintos, isto €, x # X, para | # |. Existe um Unico
polindbmio P(x) de grau menor ou igual a n, tal que

P(x) =y, para todo i.
™ .
B
» O polinbmio P(x) pode ser escrito na forma:
- Pn(x)zao—l—a xta,x’+..+a x"
e ou p Z ax
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Interpolacao
Interpolacao de Lagrange

» P(x) &, no maximo, de grau n, se a_# 0 e, para
determina-lo, deve-se conhecer os valores de a,,

a,...,a.Gomo P (x) contem os pontos (x.,y), i = 0,

1, ..., n, pode-se escrever que P (x) = .

e Entao temos que: -
n_
AgT A Xy T Ay XgT...TA, X3= Y,

2 e
A,+a, X, +a, x,~+...+~a, x, =Yy,

2 n__
a,+~a, x, ra,x, +..+a, x, =y, . $.
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Interpolacao
» Interpolacao de Lagrange

» Resolvendo o sistema , determina-se o polindbmio

n

P (x). Para provar que tal polinbmio € unico, basta

gque se mostre que o determinante da matriz A, dos
coeficientes das incognitas do sistema, é diferente

de zero. A matriz A é:

| B
itags bratigs
|

Cl202 - Métodos Numéricos
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X0

2
X

n
X0
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Interpolacao
» Interpolacao de Lagrange

» Mas o determinante da matriz A é conhecido como
determinante das poténcias ou de Vandermonde e,
da Algebra Linear, sabe-se que seu valor € dado

por:
det(A)=] | L o~ 4

[> ]

» Como x X, para | #], vem que det(A) = 0.

» Logo, P(x) é unico.
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¢

e Interpolacao de Lagrange

n

Interpolacao

» Exemplo: Sejam os valores: X =5, x, =3,X,=2¢€

X, = 4 (elementos caracteristicos).

H (xi_xj>:<x1_xo)(xz_xo)(xz_xl)<x3_xo)(x3_x1)(x3_x2)

i>j

[T (xi=x)=(=2)(=3)(=1)(=1)(1)(2)

i>]

=12

e Este valor € igual ao determinante da matriz:

CI202 - Métodos Numéricos
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3
2
4

25 125
9 27
2 8

16 64




Interpolacao
e |nterpolacao de Lagrange

e Obtencao da formula

eSejam x , X, X,, ..., X , (n+ 1) pontos distintos e

y = f(xi), 1=0,1, ..., n.
»Seja P (x) o polinomio de grau < n que interpola f
i § em X , ..., X _

n

» Podemos representar P (x) na forma:
Pn('x):yOL()(x>+y1Ll(x>+—I_ynLn('x)

onde os polinomios L (x) sao de grau n.
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" Interpolacao

e |nterpolacao de Lagrange

~ 8 ,
j ® Obtencao da formula
> o Para cada /, queremos que a condig¢ao P (x) =y,
seja satisfeita, ou seja:
»
~ Pn('xi):yOLO(xi)_I_ylLl<xi)+“'+ynLn('xi):yi
.3}
- * A forma mais simples de se satisfazer esta
condicao € impor:
- ( )
2 # .
é Lk(x.):< 0 se k1 >
’ 1 se k=1
ﬁ"'ﬂi \ J , 0 -
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" Interpolacao
e |nterpolacao de Lagrange
#%. o Obtencdo da férmula
» E para isso, definimos L (x) por:

L = <x_x0><x_x1)'“<x_xk—1><x—xk+1)...(x—xn)

' (= 20) (= 2,) e (0 — 2 (g =21 ) - (X — X))
~ » Como o numerador de L (x) € um produto de n
i fatores da forma: (x - x),i=0,1,2, ..., n, i Kk,
s entao L (x) € um polinomio de grau n e, assim,
,. P (x) € um polinomio de grau menor ou igual a n.
£
4 ad s
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4’ Interpolacao

e [nterpolacao de Lagrange

‘g: e Obtencao da formula
e e Além disso, para x = X,1=0, ..., ntemos:
_ :Z ykLk<xi):yiLi('xi):yi
- k=0

™

e e Entao, a interpolacao de Lagrange para o
polindbmio interpolador é:

- o (x—x))
J
Z v.L,(x),ondeL (x)= H
£ =0, j#k (xk—xj)
@ a ¥
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Interpolacao

® |nterpolacao de Lagrange

* Formula da interpolacao lagrangeana:

Pn(X>:Z Yk H <X_Xj)

k=0|  j=0,j#k ('xk—xj)_
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Interpolacao
N Interpolacao de Lagrange

* Exemplo — A velocidade do som na agua varia com
a temperatura de acordo com a tabela abaixo:

X1 X2 X3 X4 X5

Temperatura (°C) 86,0 93,3 98,9 104,4 110,0

S \/clocidade (m/s) 1552 1548 1544 1338 1532

® Pretende-se estimar a velocidade do som na agua a
uma temperatura de 100 °C, utilizando para tal 3
pontos. -
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