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1 Introducao

O teorema de Karp-Lipton garante que, caso NP C P/poly, entao a hierarquia
polinomial colapsa para o segundo nivel, ou seja PH = 5. De forma parecida
com outros teoremas deste tipo, a ideia é mostrar que a hipétese NP C P/poly
é pouco provavel.

Um ingrediente fundamental da demonstragao é o fato de que o problema
SAT (e todos os problemas NP-completos) é “downward self-reducible”. Essa
propriedade nos permite encontrar uma valoracao que satisfaz uma féormula
(satisfazivel) dado um oraculo para o problema de decisdo. Ilustramos essa
propriedade na seguinte afirmacao, que sera util na demosntragao do teorema
principal.

Afirmacgao 1. Se SAT € P/poly, entao para todon € N existe um circuito C,
de tamanho polinomial que, ao receber como entrada uma formula satisfazivel
©, tem como saida uma valorag¢do v tal que p(v) = 1.

Demonstragao. Assumindo SAT € P/poly, existe uma familia de circuitos
{C, }nen tal que cada circuito C,, possui |C,| = O(n) para alguma constante
c fixa, e decide instancias de tamanho n de SAT.

Usamos o circuito C),, para construir uma MT M, que ao receber uma
formula satisfazivel tem como saida uma valoracao que a satisfaz. A ideia
principal é usar a seguinte propriedade do problema SAT:

p €SAT <= (plz =1) € SAT V (p|x = 0) € SAT.

Onde = é uma variavel qualquer de ¢ e p|z = b indica que a varidvel = é
trocada pela constante b.



O comportamento de M, ¢é o seguinte: na entrada ¢ com |p| = n e
variaveis xy, xs, ..., Ty, faca ¢ = ¢ e para ¢ de 1 até m:

1. Se Cy,(¢¥|z; = 1) = 1, entd@o marque xz; como 1. Faga ¢ = (¢|z; = 1)
2. Sendo, marque z; como 0. Faca ¢ = (¢|x; = 0).

Ao fim da execucao retorne os valores de x1, xs,...,T,.

Perceba que a cada execucao do lago a seguinte invariante é preservada: se
a formula ¢ ¢ satisfazivel, entao a féormula 1) é satisfazivel. Isso garante que ao
fim da execugao, caso ¢ seja satisfazivel, a valoracao encontrada realmente
satisfaz . Além disso, como o tamanho de C, é polinomial e avaliamos
Cy(¥) no méximo n vezes, temos que o tempo de execugao de M, é poly(n).

Para obter o circuito C/, basta aplicar a transformagao padrao de MT
para circuito na maquina M,,, que resultard em um circuito C! de tamanho
polinomial com as caracteristicas desejadas. O]

2 Teorema e Demonstracao

Teorema 1. Se NP C P/poly, entao PH = X5.

Demonstragao. Assuma NP C P/poly. E suficiente mostrar que s C %
pois I8 = coXh. Para isso basta mostrar que TI,SAT € ¥E. Seja ¢ uma
instancia de I15SAT, logo:

¢ € IIL,SAT <= Vu e {0,1}"3v € {0,1}" | p(u,v) = 1. (1)
Fixando uma valoragdo u obtemos uma instancia ¢(u) de SAT, assim:
o(u) € SAT <= Jv € {0,1}" | p(u,v) = 1. (2)

Seja n = |p(u)| < |p|. Pela hipétese do Teorema e pela Afirmacao [1 temos
que existe um circuito C!, com |C]| = poly(n) tal que, caso exista uma
valoracao v que satisfaz ¢(u), a saida de C/ (¢(u)) é justamente v.
Certamente a hipotese NP C P/poly garante apenas a ezxisténcia do cir-
cuito C! e nao nos mostra como encontra-lo. A ideia principal do Teorema de
Karp-Lipton é que podemos adivinhar esse circuito usando um quantificador
3 e entao, como esse circuito retorna uma valoragao, verificar se sua resposta
é correta. Perceba que o circuito C!, pode ser representado por uma string



de tamanho p(n) para um polinomio em n. Neste caso, considere o seguinte
predicado:

Jw € {0,1}*™vy € {0,1}™ | w codifica um circuito C' e p(u, C(p(u)) = 1.
(3)

Afirmamos que é verdade se e somente se ¢é verdade. Caso seja
verdade, entao para todo u, ezriste um valor de v que satisfaz a formula ¢(u).
Como visto o circuito C!, é capaz de encontrar essa valoragao, e logo é
verdadeira. Por outro lado, caso seja falsa, entao existe um valor de u
tal que nenhum v satisfaz p(u), logo (3) também é falsa.

Como (3) pode ser computada em X5 temos que II,SAT € YE e logo
PH = X1. O
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