Limitantes Inferiores de Espaco e Tempo para

SAT

Nicollas Sdroievski

3 de Junho de 2019

1 Ideia Geral

Hoje veremos um tipo de resultado na fronteira do que conhecemos sobre a
complexidade de SAT e outros problemas NP-completos. Mostraremos que
é impossivel resolver SAT em tempo linear e espago logaritmico ao mesmo
tempo.

Para provar esse resultado, aplicaremos algumas ideias relacionadas a Hi-
erarquia Polinomial. Mostraremos, incondicionalmente, que é possivel tornar
computacoes limitadas em tempo e espaco ao mesmo tempo mais rapidas ao
introduzir quantificadores. Na sequéncia, assumindo que SAT possui um al-
goritmo que usa pouco tempo e espaco, mostramos que € possivel remover um
quantificador sem que haja uma perda significativa de tempo. Combinando
esses resultados, obteremos uma contradi¢ao, garantindo que tal algoritmo
para SAT nao pode existir.

2 Preliminares

Os resultados que vamos apresentar se aplicam tanto para maquinas de Tu-
ring com acesso sequencial quanto maquinas de Turing com acesso indexado
(estilo RAM). Um ingrediente importante é uma versao especial do Teorema
de Cook-Levin (varias provas para essa versao existem, e deixamos a sugestao
da Se¢ao 2.3.1 de [1] e o video do curso de complexidade da Carnegie Mellon
University https://www.youtube. com/watch?v=aR6KEDPBXbE).

Definimos as classe QLIN e NQLIN, dos problemas decidiveis em tempo
deterministico e nao-deterministico nlog®(n) para alguma constante c fixa,


https://www.youtube.com/watch?v=aR6kEDPBXbE

respectivamente. F comum se referir a esse limite de tempo como quasi-linear
ou n - polylog(n).

Definigao 1.
QLIN = | J TIME(nlog®(n)).
c>0
NQLIN = | JNTIME(nlog"(n)).
c>0

Podemos “apertar” o Teorema de Cook-Levin para mostrar que SAT é
completo para a classe NQLIN através de reducoes deterministicas quasi-
lineares.

Teorema 1. SAT ¢ <QUN_completo para NQLIN. Além disso, cada bit da
formula € computdvel em tempo e espago polylog(n).

Definimos também as classes DTISP(t(n), s(n)), que limitam simultanea-
mente o tempo e o espaco necessarios para decidir linguagens.

Definicao 2. Sejam t,s : N — N duas fungoes. Dizemos que uma linguagem
L € DTISP(t(n),s(n)) se existe uma mdquina de Turing deterministica M
de tempo t(n) e espago s(n) que decide L.

3 Teorema e Demonstracao

Teorema 2. SAT ¢ DTISP(n!! n®1).

Demonstra¢ao. Primeiro apontamos que é suficiente mostrar que NTIME(n) ¢

DTISP(n'2,n02).
Afirmagao 1. Caso NTIME(n) ¢ DTISP(n'% n%2), entdo SAT ¢ DTISP(n!!

Demonstragdo. Por contraposigao: assuma SAT € DTISP(n!!, n%1) e con-

sidere L € NTIME(n). Pela versao do Teorema de Cook-Levin apresen-
tada anteriormente, podemos, a partir de x com |x| = n, construir ¢, com

|¢.| < n - polylog(n) tal que
r €L < ¢, € SAT.
Usando o fato de que SAT € DTISP(n'!, n%!), podemos decidir se ¢, €

SAT em tempo (n - polylog(n))'! = O(n! ) e espaco (n - polylog(n))®!t =

O(n%?), concluindo que L € DTISP(n!? n%2). O (afirmagao)
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Agora mostramos que é possivel acelerar uma computagao limitada em
tempo e espaco ao introduzir dois quantificadores.

Afirmagao 2. DTISP(n'? n?) C Yy TIME(n®).

Demonstragio. Seja L € DTISP(n'?,n?), x € {0,1}" e M a MT deter-
ministica de tempo n'? e espaco n? que decide L. Considere o grafo de
configuracoes G . A string = pertence a L se e somente se existe um cami-
nho de tamanho n'? nesse grafo da configuracao inicial para a configuracao
de aceitacao. Quebramos esse caminho em “pedacos” de tamanho n®, ou
seja, também ¢é verdade que x € L se e somente se existem n® configuracoes
C1,Cs, ..., Che tal que Cpe é uma configuracao de aceitagdo e para todo
1 <i<n® O;_; alcanca C; em até nb passos. Reescrevendo:

7€ L <= 3(C,Cy,...,Che)V(1 <i <n) | Ci_y alcanca C; em até

n® passos e Ce é uma configuracio de aceitacao.

Perceba que todas as n® configuracoes Ci, Cs, ..., Cys podem ser repre-
sentadas usando cn® bits para alguma constante ¢, enquanto os indices %
podem ser representados usando [log (n®)] = [6logn] bits. Além disso, te-
mos que as condigoes necessarias podem ser computadas em tempo O(n®)
por um algoritmo M’, logo:

e L < Jue{0,1}"Vo e {0,110 1 (2, u,v) = 1.
Concluindo que L € S5 TIME(n®). O (afirmagao)

Usando a hipétese NTIME(n) C DTISP(n!?, n%?) C DTIME(n'?), mos-
tramos que ¢é possivel remover o quantificador V de Y, TIME(n®) com um
overhead de tempo pequeno.

Afirmagcdo 3. Se NTIME(n) C DTIME(n'2), entio S, TIME(n®) € NTIME(n®S).

Demonstragio. Seja L € 35 TIME(n®), entdo existe uma MT deterministica
M de tempo O(n®) tal que, para todo x € {0,1}*

ze L < Jue {01} vo e {0,134 M(z,u,v) =1

para valores de ¢ e d constantes. Considere a linguagem L’ definida da
seguinte maneira:

(z,u) € L' < Yo e {0,134 M(z,u,v) =1
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Perceba que como o tempo de execucao de M é O(|z]®) e |(z,u)| =
O(|z]®), L' € coNTIME(n). Pela hipétese, coNTIME(n) C DTIME(n'?),
pois DTIME(n!?) é fechada sob complemento. Logo, existe uma MT deter-
ministica D de tempo O(n'?) que decide L'. Assim

zel = Jue {01}z u) e ! < Fue{0,1}"D(x,u) =1

Como o tamanho da entrada de D é O(|x|®), temos que seu tempo de
execucao em fungao de |x| é O((|z[*)'?) = O(]z|*®). Concluimos entdo que
L € NTIME(n?%). O (afirmacdo)

Combinando os resultados das afirmacoes provadas, mostramos que a
hipétese NTIME(n) € DTISP(n'?,n%?) leva a uma contradigao. Usando
um argumento de preenchimento junto da hipétese (Exercicio), podemos
mostrar que NTIME(n'®) € DTISP(n'?,n?). Entao aplicamos a seguinte
sequéncia de resultados:

NTIME(n'®) C DTISP(n'?,n?)
C Y, TIME(n®) (Afirmacdo
C NTIME(n”®) (Afirmagao [3)).

O que contradiz o Teorema de Hierarquia de Tempo nao-Deterministico. []
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