Corretude de Algoritmos Iterativos

Prof. André Vignatti

Para provar a corretude de algoritmos iterativos:

Identificar lagos: Analisar um laco por vez, comecando do mais interno.

Achar invariantes: Para cada laco, achar um invariante de laco que per-
manece verdade em toda repeticao e que captura o “progresso” feito
pelo lago. (Achar o invariante é quase sempre a parte mais dificil)

Provar invariantes: Provar que os invariantes de lago sao verdadeiros.

Provar término: Usar os invariantes de laco para provar que o algoritmo
termina.

Provar corretude: Usar os invariantes de lago para provar que o algo-
ritmo obtém o resultado correto.

Notacgao

Iremos nos concentrar em algoritmos de um tnico lago.

O valor da varidvel z imediatamente apds a i-ésima iteracao do lago é
denotado por z; (i = 0 significa imediatamente antes de entrar no lago pela
primeira vez).

Por exemplo, z¢ é o valor da variavel x depois da sexta vez que o laco foi
executado.

Numeros de Fibonacci Iterativo

Algoritmo fib(n)
se n = (0 entao retorna 0
a 0;b+ 1;i+ 2
enquanto i < n faca
L c—a+ba<—bbi—ci—i+1
retorna b



Teorema. fib(n) devolve F,.

Fatos sobre o Algoritmo

O Invariante de Laco

10 =2

ijJrl :ij +1

ap = 0
ajy1 = b;

bo = 1
bjv1 = ¢

Ci+1 = @y + bj

Teorema. Para todo natural j > 0,7; = j +2,a; = Fj e b; = Fj;.

Demonstragao. (Indugao em j)

Base: para j = 0 é trivial, pois ig = 2,00 = 0= Fy e by =1 = F}.

Hipoétese: Para j >0, i; = j 4+ 2,a; = F; e b; = Fj44.

Passo: Queremos mostrar que ;11 = j + 3, aj41 = Fjp1 e bj11 = Fjpo.

(hip. de indugao)

(hip. de indugao)

(hip. de indugao)

=i +1
(j+2)+1

Lj+1

Ajt1 =

bjt1 =



Prova de Corretude

Teorema. O algoritmo termina com b contendo F,.

Demonstracao. A afirmacao é claramente verdadeira se n = 0. Se n > 0,
entao entramos no lacgo.

Término: Como 4,41 = i; + 1, eventualmente ¢ serd igual a n +1 e o laco
ird terminar. Suponha que isso acontece apos t iteracoes. Como iy = n+1,
e 1y =t+ 2, conclui-se que t =n — 1.

Resultado: Pelo invariante de laco, b, = Fy 1 = F,. O

Multiplicacao Iterativa

Algoritmo multiplica(y, z)

x40

enquanto z > 0 faga
se z € impar entao T < x +y
Y2y
z+ |2/2]

L retorna x

Teorema. Se y, z € N, entdao multiplica(y, z) devolve yz.

Um Resultado Preliminar

Teorema. Para todo n € N,

2|n/2] + (n mod 2) = n.

Demonstracao.
(Caso 1: n par) Entao |n/2] =n/2 en mod 2 =0, e o resultado segue.

(Caso 2: n impar) Entao [n/2] = (n—1)/2 en mod 2 =1, e o resultado
segue. L]



Fatos sobre o Algoritmo

Yir1 = 2y;
Zjy1 = sz/2J

IOZO

zj1 = xj +y;(2; mod 2)

O Invariante de Laco
Teorema. Para todo natural j > 0,

ijj —I— l’j = Yo<0-

Demonstragao. (Indugao em j)
Base: para j = 0 ¢ trivial, pois y;2; + x; = Y20 + To = YoZo.
Hipoétese: Para j > 0, y;z; + x; = yo2o-
Passo: Queremos provar que y;+12j41 + Zj+1 = Yo20-
Pelo Fatos do Algoritmo,
Yinrzin + i = 2y512/2] + x5+ y;(2; mod 2)
=y (2[2/2] + (2 mod 2)) + x;
(resultado preliminar) = y;2; + x;

(hip6tese) = yozo.

Prova de Corretude

Teorema. O algoritmo termina com x contendo yz.

Demonstracao.

Término: Em cada iteragao z é dividido pela metade (e arrendondado
para baixo se for impar). Logo, para alguma iteracao t, z; = 0 e o lago
termina.

Resultado: Pelo invariante de laco,
Yrze + Ty = YoZo-

Como z; = 0, temos que z; = Yp2p = Y2. m



