Resolvendo Recorréncias: Método da Arvore de
Recorréncia

Prof. André Vignatti

Método da Arvore de Recorréncia:

e Permite visualizar melhor o que acontece quando a recorréncia é iterada.
e E mais facil organizar as contas.

e Util para recorréncias de algoritmos de divisao-e-conquista.

Considere a recorréncia

T(n) (1) paran =1,2,3,
T(n) = 3T(|n/4]) +cn® paran >4,

onde ¢ > 0 é uma constante.

Simplificagao: supor recorréncia definida apenas para poténcias de 4

T(n) = O(1) paran =1,
T(n) = 3T(n/4)+cn* paran=4,16,...,4" ...

A simplificagao facilita a solugao. Depois usamos o método da substituigao (prova por
indugao) para formalizar.

e O numero de niveis é log, n + 1.

e No nivel i o tempo gasto (sem contar as chamadas recursivas) ¢ (3/16)"cn?.
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e No tltimo nivel ha 384" = nlo8s3 folhas. Como T'(1) = O(1) o tempo gasto é

O(nloesd),

Logo,

2 logy n—1
T(n) = cn®+ icn2 + (i) en® 4 -+ (—) cn? 4+ O (n'o84?)

e T'(n) € O(n?).

Mas T'(n) € O(n?) é realmente a solugao da recorréncia original (sem simplificagao)?

Pela drvore de recorréncia, chutamos que T'(n) < dn? para alguma constante d > 0.

T(n) = 3T(|n/4]) + en?
< 3d|n/4)* + cn?
< 3d(n/4)* + en?
_ 3, 2
= 16dn +cn
< dn?

onde a ultima desigualdade vale se d > (16/13)c (Yeeesss!!).

Resumo:

e O numero de nds em cada nivel da arvore é o numero de chamadas recursivas.

e Em cada nd indicamos o “tempo” ou “trabalho” gasto naquele né que nao
corresponde a chamadas recursivas.

e Na coluna mais a direita indicamos o tempo total naquele nivel que nao cor-
responde a chamadas recursivas.

e Somando ao longo da coluna determina-se a solugao da recorréncia.

Eis um exemplo. Vamos resolver a recorréncia

Tn) = 1 paran =1,2,
T(n) = T(n/3)+T(2n/3)+n paran > 3.
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Usando a arvore de recorréncia, a solucao é T'(n) € O(nlgn). (Resolvido em aula)

Recorréncias com Notacao Assintotica

Uma “recorréncia”

T(n)=0(1) paran = 1,2,
T(n) = 3T(|n/4]) + O(n?) para n > 3

representa todas as recorréncias da forma

T(n) = paran = 1,2,
T(n) = 3T(|n/4]) + bn? para n > 3

Q

onde a e b > 0 sao constantes.
Solucoes exatas dependem dos valores de a e b, mas estao todas na mesma classe ©.
A “solugao” é T'(n) = ©(n?), ou seja, T'(n) € O(n?).

As mesmas observacoes valem para as classes O, §2, 0, w.

Recorréncia do Mergesort

Podemos escrever a recorréncia de tempo do Mergesort como

T(1) = ©(1)
T(n) = T([n/2])+T(|n/2])+O6(n)  paran > 2.

A solugao da recorréncia é T'(n) = ©(nlgn).

A prova é essencialmente a mesma do primeiro exemplo. (Exercicio!)



