Algoritmo de Karatsuba e Teorema Mestre
Prof. André Vignatti

Problema: multiplicar dois inteiros x e y de n bits

e r.: 0s 2 bits mais a esquerda de z em binério

)3

e 7. 0s 2 bits mais a direita de x em binario

0|3

e y, e yy definidos de maneira analoga

Assim,

220+ TR, (1)
= Qn/QyL‘+’yR (2)

Usando (1) e (2),
_ (on/2 n/2 __o9n n/2
zy = (2" ry + 25) (2" YL + yr) = 2wy + 2" (2Lyr + L) + TrYr

Assim, para calcular zy, dependemos de quatro produtos: Ty, T1.Yr, TrYL, TrYr

Depois, combinamos isso somando trés termos:

(a) 2"y,
(b) 2n/2 ($L?JR + mRyL>

(c) Trym

Portanto, computar xy se resume ao custo de:

Quatro multiplicagoes z Y., T Y., oy, Loy (todas com nimeros de 5 bits)

Computar (a) usando n deslocamentos a esquerda

Computar (b) fazendo uma soma usando n/2 deslocamentos a esquerda

Somar (a), (b), (c)



Assim, temos o seguinte algoritmo de divisao e conquista:

Algoritmo 1: Mult(z,y)

if n =1 then
z=xT ANy
else

2, = Mult(z, yy)

Zir = Mult(zy, yg)

Zpr, = Mult(zg, y.)

ZrRR = MUIt(xRa yR)

z = Reconstroi(zyy, Zir, 2res 2rr)
return z

Algoritmo 2: Reconstroi(ziy, zir, Zrn, 2rr)

a = ShiftLeft(zp.,n)
b= zLr + zRrL

b = ShifLeft(b, %)
z=a+b+ ZRR
return z

A funcao ShiftLeft(z, k) retorna z(0...0) (ou seja, multiplica z por 2*)
k bits
ShiftLeft(z, k) leva tempo ©(k). A soma x + y leva tempo ©(n).

O custo total do algoritmo é T'(n) = 4T'(3) + ©O(n).

Algoritmo de Karatsuba
Reescrevendo zy:

xy = 2"z Yy, + on/2 (xLyR + nyL) + TrYr
= Z”xLyL -+ 2n/2[(f17L + ZUR) (yL + yR) — TolYL — nyR)] + TrYr

A vantagem é computar apenas trés produtos:
® T YL

o (2 + 2r)(Yr + Yn)

® TrYr



Algoritmo 3: Karatsuba(x,y)

if n =1 then
z=xT ANy
else
a =z, + xR
a’ =y + Yr
21, = Karatsuba(z,, y,)
a = Karatsuba(a', a”)

zpr = Karatsuba(zg, yg)

z = ReconstroiKaratsuba(zy., a, zxrg)
return z

Algoritmo 4: ReconstroiKaratsuba(z,y, a, zzr))

b=a— 2z — s

2" = ShifLeft(z.,, n)
2" = ShifLeft(b, %)
return 2’ + 2" + zzn

O custo total do algoritmo de Karatsuba é T'(n) = 37(3) + O(n).

Teorema Mestre
Teorema. Sejama>1,b>1,T,f: N — R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entao
O(n'er ), se f(n) = O(n'°82=¢) ¢ > 0,
Py ] O 0z s fln) = B,
n)=
O(f(n)), se f(n) = Qn*®7),e > 0
af(n/b) < cf(n) assintoticamente ¢ < 1.

Aplicando na primeira recorréncia, temos 7'(n) = ©(n?). Aplicando na recorréncia do
algoritmo de Karatsuba, T'(n) = ©(n'83). Podemos dizer também que:

e T(n)=0(n'")
o T(n)=Q(n'®)

pois 1.58 < 1g3 < 1.59



