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Problema: multiplicar dois inteiros x e y de n bits

• xL: os
n
2
bits mais à esquerda de x em binário

• xR: os
n
2
bits mais à direita de x em binário

• yL e yR definidos de maneira análoga

Assim,

x = 2n/2xL + xR, (1)

y = 2n/2yL + yR (2)

Usando (1) e (2),

xy = (2n/2xL + xR)(2
n/2yL + yR) = 2nxLyL + 2n/2(xLyR + xRyL) + xRyR

Assim, para calcular xy, dependemos de quatro produtos: xLyL, xLyR, xRyL, xRyR

Depois, combinamos isso somando três termos:

(a) 2nxLyL

(b) 2n/2(xLyR + xRyL)

(c) xRyR

Portanto, computar xy se resume ao custo de:

• Quatro multiplicações xLyL, xLyL, xLyL, xLyL (todas com números de n
2
bits)

• Computar (a) usando n deslocamentos à esquerda

• Computar (b) fazendo uma soma usando n/2 deslocamentos à esquerda

• Somar (a), (b), (c)
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Assim, temos o seguinte algoritmo de divisão e conquista:

Algoritmo 1: Mult(x, y)

if n = 1 then
z = x ∧ y

else
zLL = Mult(xL, yL)
zLR = Mult(xL, yR)
zRL = Mult(xR, yL)
zRR = Mult(xR, yR)
z = Reconstroi(zLL, zLR, zRL, zRR)

return z

Algoritmo 2: Reconstroi(zLL, zLR, zRL, zRR)

a = ShiftLeft(zLL, n)
b = zLR + zRL

b = ShifLeft(b, n
2
)

z = a+ b+ zRR

return z

A função ShiftLeft(z, k) retorna z(0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k bits

) (ou seja, multiplica z por 2k)

ShiftLeft(z, k) leva tempo Θ(k). A soma x+ y leva tempo Θ(n).

O custo total do algoritmo é T (n) = 4T (n
2
) + Θ(n).

Algoritmo de Karatsuba

Reescrevendo xy:

xy = 2nxLyL + 2n/2(xLyR + xRyL) + xRyR

= 2nxLyL + 2n/2[(xL + xR)(yL + yR)− xLyL − xRyR)] + xRyR

A vantagem é computar apenas três produtos:

• xLyL

• (xL + xR)(yL + yR)

• xRyR
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Algoritmo 3: Karatsuba(x, y)

if n = 1 then
z = x ∧ y

else
a′ = xL + xR

a′′ = yL + yR

zLL = Karatsuba(xL, yL)
a = Karatsuba(a′, a′′)
zRR = Karatsuba(xR, yR)

z = ReconstroiKaratsuba(zLL, a, zRR)

return z

Algoritmo 4: ReconstroiKaratsuba(zLL, a, zRR))

b = a− zLL − zRR

z′ = ShifLeft(zLL, n)
z′′ = ShifLeft(b, n

2
)

return z′ + z′′ + zRR

O custo total do algoritmo de Karatsuba é T (n) = 3T (n
2
) +O(n).

Teorema Mestre

Teorema. Sejam a ≥ 1, b > 1, T, f : N → R tais que

T (n) = aT (n/b) + f(n),

então

T (n) =


Θ(nlogb a), se f(n) = O(nlogb a−ϵ), ϵ > 0,

Θ(nlogb a log n), se f(n) = Θ(nlogb a),

Θ(f(n)), se f(n) = Ω(nlogb a+ϵ), ϵ > 0 e

af(n/b) < cf(n) assintoticamente c < 1.

Aplicando na primeira recorrência, temos T (n) = Θ(n2). Aplicando na recorrência do
algoritmo de Karatsuba, T (n) = Θ(nlg 3). Podemos dizer também que:

• T (n) = O(n1.59)

• T (n) = Ω(n1.58)

pois 1.58 < lg 3 < 1.59
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