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Definigao. Uma varidvel aleatoria (v.a.) X sobre espago 2 € uma fungdo
X:Q—=>R.

Exemplo. Considere o langcamento de dois dados e uma v.a. X que representa
a soma dos valores dos dois dados.

e X pode assumir 11 valores possiveis: X € {2,3,...,12}

e H4 36 possibilidades p/ dados: {(C}, ), (CL,CI), ..., (63,60}

Dado v.a. X e a € R, o evento “X = a” representa o conjunto {e € ) :
X(e) = a}. Assim,
Pr(X =a) = Z Pr(e).
e€e:X(e)=a
Exemplo. Evento X = 4 tem 3 eventos bésicos: {(1,), (J,), (J,&)}

Portanto
3 1
Pr( X =4)=—=—
36 12

Definicao. Duas v.a. X eY sao independentes se e somente se
Pr((X=2)nY=y)) = Pr(X=2)-Pr(Y=y) Va,y

Definicao (Esperanga). A esperanca de uma v.a. X € dada por
E[X] =) i-Pr(X =),
onde a soma € sobre todos valores assumidos por X.

Exemplo. Considere o exemplo do lance de dois dados e a v.a. X igual a soma
dos valores obtidos.
1 2 1

BIX] =25 +3 o+ +12: o2 =7

Note que na soma do exemplo acima, devemos saber o nimero de eventos
para cada valor de X.

Se X é uma v.a. que s6 assume valores 0 e 1, entdo E[X] = Pr[X = 1].
(Exercicio)



Linearidade da Esperanca

Teorema (Linearidade da Esperanca). Para qualquer colegao finita de v.a.
Xq,..., X, com esperancas finitas

Z Xi] = Z E[Xi]

Observacao. Nao ha restrigoes sobre a independéncia das v.a. Xy,..., X,.

E

Lema. Dados v.a. X e constante ¢, temos E[c - X] = ¢ - E[X].

Exemplo. Considere o exemplo do lance de dois dados.

e X : v.a. do valor do primeiro dado.
e X,: v.a. do valor do segundo dado.

e X: v.a. da soma dos valores dos dois dados.

Note que X = X; + X,. Assim,

E[X] = E[X;+ X)]

Conclusao: Ficou mais facil calcular E[X] com linearidade da esperanga.

Esperando o Primeiro Sucesso
Temos uma moeda viciada: CARA com prob. p, COROA com prob. 1 — p.
e Quantas jogadas sao esperadas até tirar a primeira CARA?

Seja X a v.a. do numero de jogadas até a primeira CARA.

Pr(X=1)=p
Pr(X =2)=(1-p)p
Pr(X=3)=(1-p)(1-pp



Assim,
BIX] =2 j-PrX =j] = > j—p)™'p = Tij(l—p)j

1
p I-p _ 1
1—p p? p

=(ver eq. A.8 do CLRS)

Podemos resumir tudo no seguinte resultado:

Teorema. Num experimento com jogadas independentes, cada jogada com prob.
p de sucesso, o numero esperado de jogadas até o primeiro sucesso € 1/p.

Adivinhando Cartas

JOGO: embaralhar n cartas; virar elas uma a uma; tentar adi-

vinhar cada carta.

adivinhar sem memoria: nao lembramos das cartas ja viradas.

Nossa solugao: chutamos aleatoriamente uma carta, com prob. 1/n.

e Seja v.a. X; = 1 se a i-ésima predicao esta correta, X; = 0 caso contrario

e Seja v.a. X = numero de predigoes corretas = X7 + ...+ X,,.

Teorema. O niumero esperado de vezes que adivinhamos corretamente € 1.

Demonstracao.

e E[X,|=Pr[X;=1]=1/n.

e (lin. da esperancga) E[X]| =

adivinhar memorizando: conseguimos lembrar das cartas ja viradas.

Nossa solucao: na i-ésima predigao, chutamos uma das n — ¢ + 1 cartas

restantes.



Teorema. O nimero esperado de vezes que adivinhamos corretamente é ©(logn).

Demonstracao.

o B[X,| =Pr[X,=1]=1/(n—i+1).

e (lin. da esperanca) E[X| =E[X;]+...+E[X,|=1/n+...+1/24+1/1 =
H(n) = 6(logn).

A tdltima igualdade segue da desigualdade A.14 e exercicio A.2-3 de CLRS. [

Colecionador de Cupons

Colecionando Cupons: Cada caixa de cereal vem um cupom.
No total, ha n cupons diferentes. Quantas caixas deve-se comprar
para ter todos os cupons?

e Ideia: Progredimos quando conseguimos um cupom novo.

e Objetivo: progredir n vezes.

Qual a probabilidade de progredir?

e Se ja tem j cupons, obtém-se um novo com probabilidade (n — j)/n.
Quantas caixas para progredir?

e Fase 7 = num. de caixas entre ter j e 7 + 1 cupons diferentes.
e Seja X; = nimero de caixas compradas na fase j.

e Na fase j, esperamos o primeiro sucesso de um evento com probabili-
dade (n — j)/n.

e Entdo, E[X;] =n/(n —j).
Teorema. O niumero esperado de caizas necessdrias é O(nlogn).

Demonstracao. Seja X = X+ ...+ X,,_1 o niumero total de caixas compradas.
Entao,
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