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Quao rapido podemos ordenar?
Iremos provar um limitante inferior para esse problema.

Ja estudamos alguns algoritmos de ordenacao.

e Eles tém algo em comum: a unica operagao que usam para definir a
posicao relativa dos elementos sao comparacoes.

e Isto é, o resultado de comparar x; com x;, define se z; serd posicionado
antes ou depois de z;.

Limitantes Inferiores para a Ordenagao:

e ()(n) para examinar toda entrada.
e Mas todos os algoritmos vistos levam 2(nlogn).

e Iremos mostrar que Q(nlogn) é um limitante inferior para ordenagao
baseada somente em comparacgoes.

Arvore de Decisao:

Abstracao de qualquer ordenacao baseada em comparacoes.

Representa comparacoes feitas por

— um dado algoritmo de ordenagao

— em entradas de um certo tamanho

Abstrai todo o resto: controle e movimento de dados.

e [remos contar somente comparagoes.



Figura 1: Arvore do comportamento do Insertion Sort para 3 elementos

e Nos representam comparagoes entre dois elementos, digamos x; < x;.

e Ramificacoes representam os possiveis resultados da comparacao: SIM
se x; < xj, ou NAO caso contrario.

e Folhas representam possiveis solugoes: as diferentes permutagoes dos
n indices.

Quantas folhas existem na arvore de decisao? Ha > n! folhas, pois cada
permutagao aparece pelo menos uma vez.

Para qualquer algoritmo de ordenacao:

e H4 uma 4rvore diferente.

e A arvore modela todas os possiveis caminhos de execucao.

O caminho mais comprido da raiz a uma folha representa o pior caso. Ele
depende do algoritmo. No InsertionSort é ©(n?), No MergeSort é ©(nlogn).

Lema. Qualquer arvore bindria de altura h tem no méaximo 2" folhas.

Demonstracao. (indugao em h)
Base: h = 0. A 4rvore é s6 um nd, que é folha. 2" = 1.
Hipdtese: Assuma que o resultado é verdade para altura h — 1.

Passo: Na arvore de altura h — 1, aumente a altura em 1 criando o maior
nimero de novas folhas possiveis. Cada folha vira pai de duas novas folhas.



# de folhas para altura h = 2 - (# de folhas para altura h — 1)
(hip.) = 221
= 2"

]

Teorema. Qualquer arvore de decisao que ordena n elementos tem altura
Q(nlogn).

Demonstracdo. Seja | o numero de folhas da arvore de decisao.
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e Peclo Lema, n! <1< 2" ou seja, 2" > n!
e Tirando logs, h > log, n!.
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Entao, h € Q(nlogn).

Consequéncia do Teorema:
e O melhor algoritmo baseado em comparagoes serd Q(nlogn)
no pior caso.

e O MergeSort é um algoritmo 6timo.

Cap 8 do CLRS tem o titulo “Ordenacgao em Tempo Linear”. Como isso
é possivel? O livro estd errado?

Algoritmos de ordenacao baseados nao somente em comparacoes devem
assumir alguma propriedade sobre a entrada:
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e COUNTING SORT: assume que cada um dos n elementos é um inteiro
entre 0 e k = O(n + k).

e RADIX SORT: assume que cada digito dos n elementos assume d va-
lores distintos = ©(d(n+ k)), com k = ntimero de elementos distintos.

e BUCKET SORT: assume que os n nimeros estao distribuidos de acordo
com a distribui¢ao uniforme = tempo esperado O(n).

Uma diferenca crucial:
e Até agora no curso: analise de algoritmo.

e Hoje: andlise de problema.
Esse resultado é raro.




