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ALGORITMOS RECURSIVOS E RECORRENCIAS

Relacoes de recorréncia devem ser obtidas e resolvidas para determinar o
tempo de execucao de algoritmos recursivos.

Analise de algoritmos recursivos:

e Relacoes de Recorréncia

e Como obte-las?

e Como resolve-las?
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OBTENDO RELACOES DE RECORRENCIA

Seja T'(n) o tempo de execucgao do algoritmo para entrada de tamanho n.

Para obter relacoes de recorréncia, a partir de um algoritmo recursivo:

e Descobrir qual ¢ a entrada e qual o tamanho n desta entrada

e Ver qual valor de n é usado como base da recursao. Geralmente sera
um tunico valor (por exemplo, n = 1), ou podem ser varios valores (por
exemplo, n < 1). Seja ng esse valor.



e Descubra o que é T(ng) (geralmente facil). Vocé pode geralmente usar
“alguma constante ¢”’, mas as vezes um numero especifico serd ne-
cessario.



e Descubra o que é T(ng) (geralmente facil). Vocé pode geralmente usar
“alguma constante ¢”’, mas as vezes um numero especifico serd ne-
cessario.

e O T'(n) geral serd geralmente a soma de outros T'(k) (as chamadas recur-
sivas) mais o resto do trabalho executado pelo algoritmo. Geralmente
as chamadas recursivas irdo resolver a subproblemas de tamanho f(n),
fornecendo o termo a7'(f(n)) na relagao de recorréncia.



Esbocar uma possivel relacao de recorréncia.

1 Algoritmo f(n)

2 se n = 1 entao faz algo

3 senao

1 f(n—1)

5 f(n—2)

6 para 1 < 1 até n faca
7 | faz alguma coisa

T B se n esta na base
f(n) - ~ . b
se 1 nao esta na base



Esbocar uma possivel relacao de recorréncia.

1 Algoritmo g(n)

2 sen =1 oun = 2 entao faz algo
3 senao

4 g(n—1)

5 para i < 1 até n facga

6 L faz alguma coisa

7 gn —1)

se n esta na base
(n) = - ,
se n nao esta na base




Esbocar uma possivel relacao de recorréncia.

Algoritmo h(n)
se n < 1 entao faz algo

senao se n = 2 entao faz outra coisa
senao

para i <— 1 até n faca

J O Uk W =

h(n—1)
faz alguma coisa diferente

se 1 esta na base
Th(n) = ~ ,
se n nao esta na base




MULTIPLICACAO

1 Algoritmo multiplica(y, 2)

2 se z = (0 entao retorna (

3 senao se 2z € impar entao

4 | retorna multiplica(2y, [2/2]) +y
5 | senao retorna multiplica(2y, |2/2])

Seja T'(n) o tempo de execucdo de multiplica(y,z), onde z é um niimero
de n bits.



MULTIPLICACAO

1 Algoritmo multiplica(y, 2)

2 se z = (0 entao retorna (

3 senao se 2z € impar entao

4 | retorna multiplica(2y, [2/2]) +y
5 | senao retorna multiplica(2y, |2/2])

Seja T'(n) o tempo de execucdo de multiplica(y,z), onde z é um niimero
de n bits.

Entao, para constantes ¢, d € R,

- {

T(n—1)4+d  caso contrario
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RESOLVENDO RECORRENCIAS

Usar substituicoes repetidas — “abrir” a recorréncia
Dada uma recorréncia 7'(n):

e Substituir algumas vezes até achar um padrao

e Partindo do padrao, escrever uma formula em termos de n e o niimero
de substituicoes 1.

e Escolher ¢ tal que todas referéncias a 7T'() se tornem referéncias ao caso
base.

e Simplificar e resolver as somas.

Isso nao ira sempre funcionar, mas funciona na maioria das vezes
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RECORRENCIA DA MULTIPLICACAO

Sabemos que para todon > 1,

Portanto,

Tn)=Tn—-1)+d

Tn)=Tn—-1)+d
Tin—1)=T(n-2)+d
Tn—2)=T(n-3)+d



Assim, substituindo repetidas vezes na recorréncia,

Tn)=Tn—-1)+d
= (T(n—2)4+d)+d
=T(n—2)+2d
=(T(n—3)+d)+2d
=T(n—3)+ 3d
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Assim, substituindo repetidas vezes na recorréncia,

T(n)=Tn—-1)+d
=(Tn—2)+d)+d

=T(n—2)+2d
=(T'(n—3)+d) + 2d
=T(n—3)+ 3d

H4 um padrao se formando! Parece que, apés i substituicoes,
T(n) = T(n — i) +id

Agora, escolhendo ¢ = n — 1, temos

Tn)=T(1)4+d(n—1)



Assim, substituindo repetidas vezes na recorréncia,

T(n)=Tn—-1)+d
=(Tn—2)+d)+d

=T(n—2)+2d
=(T'(n—3)+d) + 2d
=T(n—3)+ 3d

H4 um padrao se formando! Parece que, apés i substituicoes,
T(n) = T(n — i) +id

Agora, escolhendo ¢ = n — 1, temos

Tn)=T(1)4+d(n—1)
=dn + c — d.
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Aviso! Isso NAO é uma demonstracao.

Ha um “pulo” na logica

De onde T'(n) = T'(n — 1) + id veio?

Como podemos provar isso? Duas opcoes:
e Provar o padrao (T(n) = T'(n — i) + td) por indugao em 1.

e Prova o resultado (7'(n) = dn + ¢ — d) por inducao em n



Vamos provar usando o resultado.

Teorema. A relacao de recorréncia:

T(n) = c sen =1
"= T(n—1)+d  caso contrario

tem como solucao
Tn)=dn+c—d
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Vamos provar usando o resultado.

Teorema. A relacao de recorréncia:

T(n) = c sen =1
| T(n—1)+d  caso contririo

tem como solucao
T(n)=dn+c—d

Demonstra¢ao. (Inducdo em n)
Base: n =1, temos que 7(1) =d-14+c—d=rc.

Hipdtese: Para todo k <n, T'(k) =dk + ¢ —d.

Passo: Queremos provar que T'(n) = dn+c—d.
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Pela defini¢ao da recorréncia,



Pela defini¢ao da recorréncia,

e usando a hipotese,
Tn)=(d(n—1)+c—d)+d
=d(n—1)+c

— dn + ¢ — d.




Pela defini¢ao da recorréncia,

e usando a hipotese,
Tn)=(d(n—1)+c—d)+d
=d(n—1)+c

—dn + c — d.

De fato, a solucao definitiva para recorréncias é a prova por
inducao.

e Qutras estratégias servem somente para adivinhar a solucao.




