TEOREMA MESTRE

ALGORITMO DE KARATSUBA E



Problema: multiplicar dois inteiros = e y de n bits

e 1. 08 5 bits mais a esquerda de x em binario

n

® Iy: 0s ; bits mais a direita de x em binario

e 1y, ¢ Yy definidos de maneira analoga

Assim,

r = 2"2p, + ag.

y = 2"y 4y



LY = (2n/2xL + ':CR) (QH/QZUL =+ yR)

= 2"y, + 2V (LY + Try) + Taln

Assim, para calcular xy, dependemos de quatro produtos:

LrYr, LLYry LrRYLy LrYR

\ J
Y

n/2 bits




Depois, combinamos isso somando tres termos:

(a) 2Ly
(b) Qn/Q(ILyR_I_IRyL)

(C) TrYr



Algoritmo 1: Mult(x,y)

if n =1 then
z2=xT Ny
else

z, = Mult(zy, y,)

Zip = Mult(SCL, yR)

2R = Mult(Sl?R, yL)

Zrr = MUIt(I:R:yH)

z = Reconstroi(ziy, Zir, Zre, 2rr)
return z

Algoritmo 2: Reconstroi(ziy, Zir, Zrn, 2rr)

a = ShiftLeft(ZLL, ’I’L)
b= zrr + ZRL

b = ShifLeft(b, 2)
z2=a-+b+ zgp
return z




ShiftLeft(z, k) retorna 2(0...0) (ou seja, multiplica z por 2F)
k bits

ShiftLeft(z, k) leva tempo O(k)

A soma x + y leva tempo ©O(n)

O custo total do algoritmo ¢ T'(n) = 4T(3) + ©(n)




Reescrevendo zy:

vy = 2"y + 2" (@1 Yn + Tryy) + Tan

= 2"z yp, + 2" %[(vr + ) (Yo + Yn) — Tulh — TrYr)] + Talrn

A vantagem é computar apenas trés produtos:

® TLYL
o (7L + 2x)(Yr + Yr)

® TrUr




Algoritmo 3: Karatsuba(z,y)

if n =1 then
z=xANvy
else
a = x, + 1y
aff — yL _|_ yR
2., = Karatsuba(xzy, y.)
a = Karatsuba(ad’, a”)

zpr = Karatsuba(xg, yg)

z = ReconstroiKaratsuba(zir, @, zgr)
return z

Algoritmo 4: ReconstroiKaratsuba(z,., a, 2zg)

b=a— zi, — Zrr

2/ = ShifLeft(z.,, n)
2" = ShifLeft(b, %)
return 2’ + 2" + zzz

O custo total do algoritmo de Karatsuba ¢ T'(n) = 37'(5) + O(n)




Teorema Mestre

Teorema. Sejama >1,b> 1,71, f: N — R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entao

(n) = O(n'°&a7¢) ¢ > 0,
< (n) = O(n),
O(f(n)), se f(n) = Q(n'eate) e >0 e
/

b) < cf(n) assintoticamente ¢ < 1




Aplicando na primeira recorréncia, temos T'(n) = O(n?)

Aplicando na recorréncia do algoritmo de Karatsuba,
T'(n) = O(n°)
Podemos dizer também que:

T(n) = O(n*>?)

pois 1.58 < lg3 < 1.59
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