ALGORITMOS ALEATORIZADOQS: | e ce agorimes

CORRETUDE | +ror e




Teorema Fundamental da Algebrq (informalmente):
um polindbmio de grau n tem exatamente n raizes

3x +6 (graul, 1 raiz)

x?—3x+2 (grau?2,raizesx =1ex = 2)

(x—1(x—1)(x —2) (grauv 3, 3 raizes)



NOSSO PRIMEIRO PROBLEMA

Dados F'(x) e G(x) dois polinomios de grau d, por exemplo:
F(z) = (z+1)(z - 2)(x +3)(z — 4)(z + 5)(z — 6)
G(x) =2 —72° +25
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Como saber se F(x) = G(x)?

e Solucao natural em O(d?)



Considere o seguinte algoritmo aleatorizado:

ALGORITMO VP
1. escolha r € {1,...,100d} aleatoriamente de maneira uni-
forme.

2. verifique se F'(r) é igual a G(r).
3. se F(r) = G(r), devolva SIM;

. caso contrario, devolva NAO.
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ALGORITMO VP
1.

escolha r € {1,...,100d} aleatoriamente de maneira uni-
forme.
verifique se F'(r) é igual a G(r).

se F'(r) = G(r), devolva SIM;

. caso contrario, devolva NAO.

VP executa em tempo O(d)

(tempo constante
- fim da aula)

(tempo linear)

(tempo constante)

(tempo constante)
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O algoritmo pode dar resposta errada’

Se ele devolve NAO:

e entao F(r) # G(r)

e as funcoes sao diferentes em pelo menos um valor (“r”)
e entdo, 100% certeza que F # G

e a resposta NAO no passo 4 é 100% correta!
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ALGORITMO VP
1. escolha r € {1,...,100d} aleatoriamente de maneira uni-
forme.

2. verifique se F(r) é igual a G(r).

3. se F(r) = G(r), devolva Sim;

. caso contrario, devolva NAO.

Um problema: Seja F(z) = 2% e G(x) = 2° — 2z + 4. Claramente

e se amostrar r = 2, ele devolve SIM =0 algoritmo falha!

e se amostrar 7 = 3, ele devolve NAO == |0 algoritmo acerta!|
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Somos “azarados” quando selecionamos raizes de H. Quantas vezes
somos azarados?

H(x) tem grau < d = H(x) tem < d raizes. Assim,

d 1

Pr( VP < = —
r(VP falhar) < 904 = 100

formalmente, o que “VP falhar”

significa?
o que exatamente é uma

ege o ° . ~
probabilidade? nés usamos nossa intuigdo!

Mas essa é a forma correta
de calcular a probabilidade?



0 QUE ACONTECE SE VOCE NAO FORMALIZAR?

Uma mulher estd grdavida de gémeos
Depois do exame, ela descobriu que um bebé é menina

Qual é a probabilidade dela ter duas meninas?
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AXIOMAS DE PROBABILIDADE

Definicao. Um espaco de probabilidade discreto tem & componentes:

e conjunto (2, chamado de espaco amostral

e conjunto F de todos subconjuntos de 2, cada £ € F é chamado de
evento.

e funcao de probabilidade Pr: F — R™
Exemplo. Se 2 = {3, #} entao

F = {0, {3}, (M}, {A} {5, W}, {. &}, (W&}, %, 0.4} |

E {+, B} ¢ exemplo de um evento.



Definicao (Axiomas de Kolmogorov). Uma funcao de probabilidade é
uma funcao Pr: F — RY tal que

e 0<Pr(E)<1,VE € F
e Pr(2) =1
e Seja F4, Es, ..., eventos disjuntos. Entao

Pr(FyUFE;y...) =Pr(E;)) + Pr(E>) + ...



Definicao (Axiomas de Kolmogorov). Uma funcao de probabilidade é
uma funcao Pr: F — RY tal que

e 0<Pr(E)<1,VE € F
o Pr(2) =1
e Seja F4, Es, ..., eventos disjuntos. Entao

PI'(El U EQ .« . ) — PI'(El) + PI'(EQJ +
Exemplo. Na verificacao de polinomios

o O ={1,...,100d}
e Cada escolha de r =i é o evento simples F; = {i}

e 7 ¢é escolhido uniformemente — Pr(E;) = Pr(E;), Vi, ;.

o Pr(0) =1 = Pr(E;) = 13 (pois ;> Ei = ).
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Exemplo. Considere o lance de um dado de 6 lados.
e O={O), I, I, @, &, 63}
Exemplo de eventos que podemos considerar

e F' = evento do dado mostrar ntiimero par = {7, (3, E3}.
e £’ = evento do dado mostrar niimero menor que 3 = {(J, (J }.

e F'" = evento do dado mostrar nimero primo= {(J, ], &J}.



1
1bilhao

Como diminuir a probabilidade de erro para



Lema. Para eventos E, e Es,

Pr(F, U Ey) = Pr(E)) + Pr(E,) — Pr(Fy N E)

Corolario. Para eventos E; e Es,

Pr(Fy U Es) < Pr(E:) + Pr(E»)

Lema (Limitante da Uniao). Dado eventos E, Fs, . . .,

Pr (U E@) < Z Pr(E;)

i>1 i>1



Lema (Principio da Inclusao-Exclusao). Dado eventos Fy, Es, . . .,

Pr (U E) = Y Pi(E)

i>1 i>1

—Y Pr(E;NE;)

1<j

+ ) Pr(E;NE;NE)

i<j<k

(-1 Y Pr(E,NE,N...NE,)

11 <i2<...<i]



INDEPENDENCIA

Definicao. Dois eventos E e F' sao ditos independentes se
Pr(ENF)=Pr(F)-Pr(F)

e eventos By, . . ., By sio mutuamente independentes se VI C {1,... k}

temos
Pr (ﬂ E) = ][ Pr(E).

el el



ALGORITMO VP
1. escolha r € {1,...,100d} aleatoriamente de maneira uni-
forme.
2. verifique se F'(r) é igual a G(r). (tempo O(d))
3. se F(r) = G(r), devolva SIM; (nem sempre correto)
. caso contrario, devolva NAO. (100% correto)

1

Como diminuir a probabilidade de erro para ——=— 7
1bilhao

e 12 tentativa: aumentar o espaco amostral
— faixa de valores limitada pela precisao da maquina

— sorteio do r pode nao levar tempo constante!



e 22 tentativa: executar varias vezes o algoritmo

ALGORITMO VP,
1. execute o algoritmo VP k vezes (com reposicao).

2. devolve NAO se em uma das k execucoes o VP devolve
nao;

3. caso contrario, devolve SIM.
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e Scja F; o evento do algoritmo escolher raiz de F(x) — G(x) = 0 na
i-ésima execucao de VP.

e Os eventos E; sao mutuamente independentes.

e A probabilidade do algoritmo falhar é:

k
Pr(EyNEyN...NE) =]]Pr(E)
1=1



e Scja F; o evento do algoritmo escolher raiz de F(x) — G(x) = 0 na
i-ésima execucao de VP.

e Os eventos E; sao mutuamente independentes.

e A probabilidade do algoritmo falhar é:

k k
d
Pr(EyNEyN...NE) =]]Pr(E) H—d



e Scja F; o evento do algoritmo escolher raiz de F(x) — G(x) = 0 na
i-ésima execucao de VP.

e Os eventos E; sao mutuamente independentes.

e A probabilidade do algoritmo falhar é:

k k k
d
Pr(EyNEyN...NE) =]]Pr(E) H—dg<100)
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Suposicao computacional: obter um nimero (pseudo) aleatorio
leva tempo ©O(1).

Método popular: Gerador de Congruéncia Linear

e ¢ uma recorréncia: f(n) = (af(n —1)+c¢) mod m,
e f(0) é chamado de semente (seed)
e em linguagem C: a = 1103515245, ¢ = 12345, m = 2L,

e em linguagem Java: a = 25214903917, c = 11, m = 2%°.






