POR INDUCKO |

REVISAO: DEMONSTRACAO
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Historicamente, ha duas nocoes distintas de prova:

1. algo que induz no publico uma sensacao intuitiva de certeza de que o re-
sultado estd correto

e “é uma experiéncia transformadora interna - uma maneira de sua alma
fazer contato com as verdades eternas do céu platonico”.

2. uma sequéncia de simbolos obedecendo a certas regras - uma prova ¢ uma
computacao.

e Se a prova é puramente mecanica, entao, em principio, vocé pode
descobrir novas verdades matematicas apenas girando uma manivela.
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COMO PROVAR TEOREMAS?

e Nnao ha receita de bolo

e mas ha técnicas que podem servir:

— demonstracao direta

— demonstracao por contrapositiva
— demonstracao por contradicao

— demonstracao por casos

— demonstracao por inducao



PROVA POR INDUCAO

Ideia ingénua: testar varios exemplos, e dizer que isso “prova” a afirmacao.

Elaborando mais essa ideia, chega-se no conceito de prova por inducao.
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e Paran =1,

— [lado esquerdo] 1.
— [lado direito] @ = 1.

e Paran = 2,

— [lado esquerdo] usando P(1): >, , = % (ja provado),
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e Para n = 3,

— [lado esquerdo] usando P(2) : Z?zl — %3) (ja provado),
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e Paran = 3,

— [lado esquerdo] usando P(2): > | = %3) (j& provado),
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— [lado direito] @ — [

e Podemos usar a mesma ideia paran =4,5, ...
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Algoritmo 1: Algoritmo para provar uma afirmacao

faca um prova para P(1)
for £ < 2 ton do

‘use as provas de P(1), P(2) ... , P(k — 1) como verdades
com essa hipotese, prove P(k

end

Para preencher esse algoritmo, precisamos:

e Base: fazer a prova para P(1)

e Hipdtese: supor que P(1), P(2)...,P(k —1) ja foram provados

e Passo: usando a hipétese, provar P(k)
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Para o exemplo, falta formalizar a escrita da hipdtese, e fazer o passo:

e hipétese: P(k—1): > = (k_—;)(k) é verdade

e passo: vamos provar P(k)
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ANALISE DO ALGORITMO DE INDUCAO

Em andlise de algoritmos, geralmente analisamos (1) tempo de execugio e (2)
corretude.

e Para o algoritmo de inducao, s6 importa a corretude.

e Para provar a corretude de algoritmos, usa-se prova por inducao

Solucao: assumir que a corretude da inducao € um axioma.
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EXEMPLOS

Teorema. n < 2", Vn € N.

Demonstracao.

base da indugao : Seja k = 0, entdao 0 < 1 = 2°. Logo p(0) é verdadeiro
hipétese da indugao : Assumir que p(k) : k < 2% é verdadeiro
passo da indugao : Mostrar que p(k) = p(k + 1)

k41 < (hip)2F +1 <28 4+ 2F =245 2% = 2FFL,
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Teorema. 2" < nl,Vn € N,n > 3.

Demonstracao.
base da indugao : Seja k = 4. Entao 2* = 16 < 24 = 4!
hipétese da indugao : Assumir que p(k) : 2¥ < k!, k > 3 ¢ verdadeiro
passo da inducao :

2Ftl = 2. 2F < (hip)2 - k! < (kK + Dk! < (k +1)!
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Teorema. n° < nl, para todo n € N,n > 4

Demonstracao.

base da inducao : Para n = 4, temos 4° < 4!, pois 16 < 24

hipétese da inducao : ¢° < ¢! é verdade, para todo 4 < g <k —1
passo da inducao : Queremos provar que k% < k!

Mas isso é mesma coisa que provar que (k — 14 1)% < k!

Mas isso ¢ mesma coisa que provar que (k—1)* +2(k—1) +1 < k!
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Assim:

(hipétese)
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(pois k>4)
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Assim:

(hipétese)

(k—=1)*4+2(k—1)+1 < (k—1)!+2(k—1)+1

(pois k>4)

< (k=1 42k—1)+ (k- 1)

= (k—1)!'+3(k—1)

< (k—1)!+3(k—1)!
_ Ak —1)!
(pois k>4)
< k(k — 1)
= k!



