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Busca Binaria



Esse tal de Ig parece bom!

® Os logaritmos aparecem toda hora nos algoritmos.

® Geralmente isso advém de resolver problemas por meio da
divisdo em subproblemas menores.

® O namero de vezes que a gente pode dividir um problema
sucessivamente por dois é dado por log, ou Ig.

® Se a gente dividir por trés acabamos com logz, mas também
podemos fazer operacoes no caminho dessa recurs3o,
acabando com complexidades mais complicadas. Isso é topico
da disciplina de Analise de Algoritmos.

® Ja vimos algoritmos e estruturas logaritmicas: A
exponenciacdo bindria, e as arvores rubro-negras (set e map)
tém essa complexidade embutida no seu funcionamento.

® O algoritmo que mais encapsula esse comportamento em sua
esséncia é a busca binaria.



A busca binaria
Em Algoritmos | devem te contar a historinha de como vocé
acharia uma palavra no dicionario. Como o dicionario esta
ordenado, um jeito bem eficiente é abrir o meio, verificar se o que
vocé estd procurando estd antes ou depois, e ir dividindo o que
resta ao meio até encontrar a palavra que vocé quer. Isso é
eficiente, pois é logaritmico, e Ig é uma operacdo eficiente:

n lgn n lgn n lgn
10° 0,000 10 33219 10%° 66,438
100 3,321 10 36,541 10% 69,760
102 6,643 10 39,863 10%2 73,082
103 9,965 103 43,185 10% 76,404
10* 13,287 10* 46,506 10%* 79,726
10° 16,609 10% 49828 10% 83,048
10° 19,931 10 53,150 10% 86,370
107 23,253 107 56,472 10" 89,692
108 26,575 10 59,794 10%® 93,013
10° 29,807 109 63,116 10%° 96,335




O que precisa pra fazer busca binaria?

e E preciso estabelecer um predicado de busca.
® Ele particiona o espaco de busca em duas regides contiguas.
Por exemplo, P(i) = E,[i] < 2 particiona um espago ordenado

En=1[01.2.3,4,5.6,7,]

em duas regides, compostas por valores de verdadeiro ou falso:
E, = [0T1T2F3F4F5F6F7}

Quando vocé consegue fazer isso, a busca binéria vai te permitir

achar exatamente a posicdo onde o espaco de busca é particionado
em lg n (sendo n o tamanho do espago de busca).



Note o espaco!

® Nem todo espaco de busca é adequado.
® O algoritmo tem que saber pra onde ir em toda iterac3o.

Por exemplo, imagine que a gente tem uma sequéncia de bits da
seguinte forma: 0*1*0*. E possivel encontrar o primeiro bit 1
usando busca binaria? De forma geral, n3o.

® Se encontrarmos um 1 por acidente, sabemos para onde ir!
(para a esquerda)

® Porém, se sempre encontrarmos um 0, ndo sabemos para que
lado ir, pois a sequéncia de 1s pode estar a direita ou a
esquerda.

Assim, no pior caso, achar o primeiro bit 1 nessa sequéncia é O(n).
A busca binéria ndo nos ajuda a melhorar essa complexidade. Esse
problema se resume ao problema de achar a posicio de um valor
em um vetor ordenado deslocado com elementos duplicados.



Mas no que eu posso aplicar, entdo?

® Posicdo a esquerda ou a direita de valor em vetor ordenado.

® Contagem de ocorréncias de valor em vetor ordenado.

® Posicao de valor em vetor ordenado deslocado sem duplicados.
® Posicdo de maximo/minimo de funcdo unimodal.

® Raiz quadrada de um ndmero (método de biseccdo).

® j-ésimo elemento de unido de vetores ordenados.

® Elemento em vetor ordenado que é igual ao seu indice.

® Muito mais, inclusive envolvendo niimeros em ponto flutuante.



Achando posicao depois do valor em vetor ordenado

Cédigo upperboundmanual . cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int main() {
int n; while (cin >> n) {
vector<int> v (n); for (int& x : v) { cin >> x; }
int lo = 0, hi = n;
while (lo < hi) {
int mi = lo + (hi-1lo) / 2; // evite overflow!
if (v[mi] <= 2) { lo = mi + 1; }
else { hi = mi; }
} cout << lo << "\n";

}
}

Entrada Saida
71234567 2
71222345 4
711122314 5




Achando posicdo depois do valor em vetor ordenado (STL)

Cédigo upperbound. cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int main() {
int n; while (cin >> n) {
vector<int> v (n); for (int& x : v) { cin >> x; }
auto it = upper_bound(v.begin(), v.end(), 2);
cout << it - v.begin() << "\n";

}
}

Entrada Saida
71234567 2
71222345 4
711122314 5




Operacdes prontas na STL

® upper_bound(iterator begin, end, T val): Acha
posicdo depois do valor em vetor ordenado (P(i) = v[i] < v).

® lower_bound(iterator begin, end, T val): Acha
posicdo do primeiro valor em vetor ordenado
(P(i) = v[i] < v).

® binary_search(iterator begin, end, T val): Verifica
se o valor esta no vetor ordenado (utilizando lower_bound).

Usando essas operacoes é possivel calcular a quantidade de
niimeros em um vetor ordenado (upper_bound - lower_bound).
Qualquer outra coisa: Vocé vai ter que implementar na m3o.
Principalmente aquelas que o valor é computado por alguma
funcdo, e n3o tem todos os valores prontinhos em um vetor
(pré-calcula-los todos seria O(n) ou pior).



lower_bound nas estruturas da STL

Quando falamos das estruturas da STL, deixamos de fora essas
funcdes, mas todas as estruturas ordenadas, como map, set,
multiset, etc tem funcdes préprias de lower_bound e
upper_bound.

® Preste muita atencdo que é s.lower_bound(v) e ndo
lower_bound(s.begin(), s.end(), v).

® A complexidade do lower_bound com iteradores vai se
reduzir a O(n) se os iteradores ndo suportarem acesso
aleatdrio (o que é o caso para essas estruturas).

® |sso é muito interessante para implementar vérias coisas legais
com essas estruturas (por exemplo um diagrama de Voronoi).

® Essa técnica pode ser aplicada em qualquer coisa ordenada. E
possivel por exemplo fazer um lower_bound para a Arvore de
Fenwick que veremos daqui a pouco.



Quero ler mais sobre!

® Temos um material especifico sé sobre busca binaria: https:
//www.inf .ufpr.br/maratona/nlgn/busca-binaria/.

® QOs detalhes do algoritmo estdo mais bem explicadinhos e ha
mais alguns exemplos e diversas implementacdes que podem
ser mais intuitivas.

® Um exemplo é o que vou mostrar a seguir: Passo binario é um
jeito de “compactar” a busca binaria, e permite que varias
buscas binarias possam funcionar simultdneamente (do outro
jeito vocé precisaria de duas buscas, uma seguida da outra).


https://www.inf.ufpr.br/maratona/nlgn/busca-binaria/
https://www.inf.ufpr.br/maratona/nlgn/busca-binaria/

Implementacao alternativa: Passo binario

Cdédigo binarystep.cpp
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int main() {
int n; while (cin >> n) {
vector<int> v (n); for (int& x : v) { cin >> x; }
int 1 = n, r = n;
for (int p =mn; p >=1; p /= 2) {
while (1-p >= 0 && !'(v[1l-p] < 2)) {1 -=1p; }
while (r-p >= 0 && !(v[r-p] <= 2)) {r -=p; }

}
cout << r - 1 << "\n";
}
}

Entrada Saida
71234567 1
71222345 3
711122314 2




Divisao e Conquista



Divisdao e Conquista

® Algoritmos que implementam os passos:

® Dividir: Quebrar o problema em pedacos.
® Congquistar: Resolver o problema de forma recursiva.
® Combinar: Combinar as subsolu¢cdes em uma solucio.

¢ Complexidade pelo Teorema Mestre (Anélise de Algoritmos).

® Exemplo pratico: Contar inversbes usando o Merge Sort.



Contando inversoes

InversGes... que?
® Em ciéncia da computacdo e em matematica discreta, uma
sequéncia tem uma inversdo quando dois de seus elementos
estdo fora de sua ordem natural.
® Seja A uma sequéncia. Se i < j e A[i] > A[j], entdo o par de
indices (/,/) ou o par de elementos (A[i], A[j]) é chamado de
inversao de A.
Notacdo: /2 é um conjunto de inversdo de par de indices indexados
em 0 do vetor v. [, é o conjunto de inversao de elementos de v.

Vi = [041 21334}
I\(/)1 ={(0,1),(0,2),(0,3),(1,2)}
l, = {(4’ 2)7(471)’(47 3)’( ) }



Exemplo de inversdo

v = [011325374]

IV1 = {}



Exemplo de inversdo

v = [011325374]

IV1 = {}



Exemplo de inversdo

vy = [011327354]

l, = {(27 3)}



Exemplo de inversdo

vy = [011327354]

l, = {(27 3)}



Exemplo de inversdo

01.7.3,5,]

oo
IV3 = {(17 2)7 (17 3)}



Exemplo de inversdo



Exemplo de inversdo

V4 = {071 123354}
IV4 = {(0’ 1)7 (07 2)7 (0’ 3)}



Exemplo de inversdo

¥\
V4 = [071123354}

IV4 = {(0’ 1)7 (07 2)7 (0’ 3)}



Exemplo de inversdo

v = {071125334}
IV5 = {(07 1)’ (072)7 (073)’ (2a3)}



Exemplo de inversdo



Exemplo de inversdo

ve = {071521334}
/V6 = {(07 1)7 (0’2)7 (073)7 (172)a (173)}



Exemplo de inversdo

¥\
Vo = [071521334}

/V6 = {(07 1)7 (Oa 2)7 (07 3)7 (17 2)? (17 3)}



Exemplo de inversdo

w:{ﬂlaaﬂJ
I, ={(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}



Exemplo de inversdo

vy = {071523314}

= {(0,1),(0.2), (0.3), (1,2), (1,3), (2,3)}
gl = n(n—1)/2=(4-3)/2 =6



Merge Sort

139]27[43]3]9]82]10]

13]9]10]27]39]43]82|




Merge Sort

Cédigo mergesort.h
int swaps = 0;
void merge_sort(int 1, int r) {
if (r -1 == 1) { return; }
intmi =1+ (xr -1) / 2;
merge_sort(l, mi); merge_sort(mi, r);
vector<int> aux (r - 1);
int i = 1, j = mi;
for (dint k = 0; k <r - 1; k++) {
if (4 <mi && j < 1) {
if (t(ali] < aljl)) { swaps +=mi - i; }
if (alil < aljl) { aux[k] = ali++]; }
else { aux[k] = al[j++]; }
} else if (i < mi) { aux[k] = al[i++]; }
else { aux[k] = al[j++]; }
}
copy (aux.begin(), aux.end(), a.begin()+1);



Fusao

i J
Il
Vi = [0213253144566}

swaps =0
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Fusao

Lol
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Fusao

swaps = 3



Fusao
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Implementacdo de contar inversoes

Cédigo mergesort.cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
vector<int> a (1e5+15);
#include "mergesort.h"
int main() {
int n; while (cin >> n) {
for (int i = 0; i < n; i++)
cin >> alil;
swaps = 0;
merge_sort(0, n);
cout << swaps << "\n";

}
}
Entrada Saida
44213 4
47531 6
6235146 4




Quero saber mais sobre inversdes!

Na oficina do Clube de Programacao de 9 de marco de 2021,
falamos mais sobre inversdes (http:
//cdp.dainf.ct.utfpr.edu.br/history.html#of9mar2021) e
como da pra resolver com:

® Merge Sort, o que acabamos de ver.
® Arvore de Fenwick que veremos agora!
® Arvore de Segmentos que também veremos a seguir.

A complexidade de todas as solugdes é O(nlg n).


http://cdp.dainf.ct.utfpr.edu.br/history.html#of9mar2021
http://cdp.dainf.ct.utfpr.edu.br/history.html#of9mar2021

Arvores



Somando intervalos

Dado um vetor v e os limites [/, r], devolva a soma Y/, v;
® O(n) para calcular a soma uma vez
¢ Com consultas, fica O(qn)

® Soma acumulada (aula passada) permite consultas O(1) —
conseguimos O(q)!

E se fosse permitido alterar os valores no meio do problema?



Somando intervalos e alterando valores

Dado um vetor v, |v| = n, responda a g consultas, que podem ser:
® Dados os limites 1 </ < r < n, devolva a soma Y 7, v;
® Dados os valores 1 < j < n e x, atribua a v; o valor x

Agora precisariamos atualizar a soma de prefixos toda vez, e
voltamos ao O(gn).



Arvore de Fenwick (BIT)

Também conhecida como Binary Indexed Tree.

® Percorre o vetor em O(lg n).

Responde a problemas de consulta e alteracdo com funcGes
reversiveis.

E essencialmente um super vetor de prefixos.

Cada posicdo da arvore guarda o valor para alguns elementos
do vetor.

Quais?



Responsabilidades de cada posicao da arvore




Responsabilidades de cada posicdo da arvore (em binario)

1000

0100

0010 0110

0001 0011 0101 0111




O caminho do bit menos significativo

Para cada indice 1 < i < n, vamos guardar a soma dos tltimos
LSOne(/) elementos (incluindo i), onde LSOne(x) devolve o valor
do bit menos significativo de x.

Observacdes importantes:

e Caminho do decremento: Para qualquer valor de i,
podemos decrementa-lo em LSOne(i) e eventualmente
chegaremos em i = 0: 111 — 110 — 100 — 000.

® Caminho do incremento: Para qualquer valor de i > 0,
podemos incrementa-lo em LSOne(/) e eventualmente
teremos i > n: 001 — 010 — 100 — .. ..

® Seja x = LSOne(i). Os x — 1 valores imediatamente antes de
i tém i em seus caminhos do incremento. Para i = 6, temos
0110 e 0101.

® O caminho do decremento de i passa por um valor no
caminho do incremento de cada valor j <.

Essa dltima fica mais facil com um desenho.



Caminhando com LSOne(/)

1000

0100

0010

0001

0011

0110

0101

0111




Associacao de elementos na BIT

Nossa BIT é um vetor de tamanho n+ 1 (ignoramos o 0). Vamos
atribuir a cada indice i a responsabilidade de guardar a soma no
intervalo [i — LSOne(i) + 1, i].
® QO indice i guarda o valor de consulta para todos os elementos
que ele “cobre”.
® Consulta: Se quisermos a soma de 1 até /, somamos os
valores salvos no caminho do decremento de i (O(log n)).
® Se quisermos a soma de / até r, fazemos a operacdo anterior
duas vezes.
® Atualizacdo: Se mudarmos um valor no indice j, seguimos o

caminho do incremento de j para atualizar os valores que
dependem dele (O(log n)).



Implementacao da BIT

Cddigo bit.h
vector<int> bit (N, 0);
void add(int i, int delta) {
for (; 1 < N; i +=1 & (-1))
bit[i] += delta;
}
int get(int i) {
int ans = 0;
for (; i >0; i =1 & (-1))
ans += bit[i];
return ans;



Usando a Arvore de Fenwick

Mais do que entender, precisamos saber usar. Geralmente,
podemos usar a BIT das seguintes formas:
® Atualizacdo em posicao e consulta de intervalo.
® Alteracdo da posicdo i é feita usando add (i, delta).
® Consulta do intervalo [a, b] € feita fazendo
get(b) - get(a-1).
® Atualizacdo em intervalo e consulta em posicao.
® Alterac3o do intervalo [a, b] é feita fazendo add(a, delta) e
add(b+1, -delta).
® Consulta da posicdo i é feita fazendo get (1).
Outros usos possiveis envolvem o uso de arvores BIT 2D, e existem
outros hacks utilizando de vérias arvores para por exemplo permitir
a alteracdo e consulta em intervalos, veja mais em https:
//cp-algorithms.com/data_structures/fenwick.html.


https://cp-algorithms.com/data_structures/fenwick.html
https://cp-algorithms.com/data_structures/fenwick.html

Atualizacao em posicao e consulta em intervalo

Cédigo updatepos.cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N = 1eb+15;
#include "bit.h"
int main() {
char op; int a, b, i, d; string s;
while (cin >> op) {
if (op == ’+°) {
cin >> i >> d; add(i, d);
} else if (op == ’q’) {
cin >> a >> b;
cout << get(b) - get(a-1) << "\n";
} else getline(cin, s);



Atualizacdo em intervalo e consulta em posicdo (cont.)

Entrada Saida

#00000O0 3
+ 1 +1 6
#10000 2
+ 2 +2 -1
#12000 2
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Atualizacao em intervalo e consulta em posicao

Cédigo updateinterval.cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N = 1eb+15;
#include "bit.h"
int main() {
char op; int a, b, d, i; string s;
while (cin >> op) {
if (op == ’+°) {
cin >> a >> b >> d;
add(a, d); add(b+1, -d);
} else if (op == ’q’) {
cin >> i; cout << get(i) << "\n";
} else getline(cin, s);



Atualizacdo em intervalo e consulta em posicdo (cont.)
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Arvore de Segmentos

Podemos resolver este mesmo problema também com uma Arvore
de Segmentos.

® Mais complicada que a BIT.

® Resolve, também, problemas mais complicados que os da BIT.

® E essencialmente o “encapsulamento” do conceito de divisdo

em conquista em uma estrutura.

A Arvore de Segmentos (Segment Tree, SegTree) é uma arvore
binaria onde cada nodo corresponde a um intervalo no seu vetor de
consulta e atualizacdo. Os nodos filhos correspondem as duas
metades do intervalo.



Arvore de Segmentos para um vetor de 5 elementos

Para o vetor V =[1,3,-2,8,—7]:




Consulta

Qual a soma do intervalo [3,5]?

40



Atualizacao

Atribuindo o valor 3 ao elemento de indice 3:

41



Complexidade da Arvore de Segmentos

¢ Construcdo: O(N)
¢ Consulta: O(log N)
¢ Atualizacao: O(log N)



Notas sobre a implementacao recursiva

E talvez a mais facil de se entender e de memorizar.

Usa muitos parametros nas funcées pra poder guiar o codigo.

Mais facil de estender para permitir outras operacdes.

Exige ao menos 4n memodria.

Confira mais detalhes no CP Algorithms
(https://cp-algorithms.com/data_structures/
segment_tree.html).


https://cp-algorithms.com/data_structures/segment_tree.html
https://cp-algorithms.com/data_structures/segment_tree.html

Consultas e alteracoes na arvore de segmentos recursiva

Cadigo strec.h

vector<int> t (4*N);
int op_inclusive(int 1, int r, int ti=1, int tl=1, int tr=N) {
if (1 > r) { return NEUTRAL; }
if (1 == t1 && r == tr) { return t[til]; }
int tm = (t1 + tr) / 2;
return 0OP(op_inclusive(l, min(r, tm), ti*2, tl, tm),
op_inclusive(max(1l, tm+1), r, tix2+1, tm+1l, tr));
}
void set_value(int i, int v, int ti=1, int tl=1, int tr=N) {
if (t1 == tr) { t[ti] = v; return; }
int tm = (t1 + tr) / 2;
if (i <= tm)
set_value(i, v, ti*2, tl, tm);
else
set_value(i, v, ti*2+1, tm+1, tr);
t[ti] = OP(t[ti*2], t[tix2+1]);



Construcao da arvore de segmentos recursiva

Cédigo strecbuild.h

void build(vector<int>& src, int ti=1, int tl=1, int tr=N) {
if (t1 == tr) {
if (t1 < src.size()) { t[ti] = src[tl]; }
return;
}
int tm = (t1 + tr) / 2;
build(src, tix*2, tl, tm);
build(src, ti*2+1, tm+1, tr);
t[ti] = OP(t[ti*2], t[ti*2+1]);



Notas sobre a versao iterativa

O funcionamento n3o é exatamente o mesmo da recursiva,
porém as mesmas complexidades sdo mantidas, e os conceitos
sdo parecidos.

® A arvore gerada pela versao iterativa deve ser entendida mais
como uma colecdo de arvores binarias perfeitas.

Exige sé 2n de memdria.

Confira mais detalhes no blog do Codeforces
(https://codeforces.com/blog/entry/18051).


https://codeforces.com/blog/entry/18051

Consultas e alteracoes na arvore de segmentos iterativa

Cadigo stit.h
vector<int> t (2%N);

int op_inclusive(int 1, int r) {
r++;
int left = NEUTRAL, right = NEUTRAL;
for (1 += N, r +=N; 1 <r; 1 /=2, r /= 2) {
if (1 & 1) left = OP(left, t[1++]);
if (r & 1) right = 0P(right, t[--r]);
}
return 0P(left, right);
}

void set_value(int i, int v) {
t[i += N] = v;
for (i /=2; 1 >0; i /= 2)
t[i] = OP(t[i*2], t[ix2+1]);



Construcao da arvore de segmentos iterativa

Cadigo stitbuild.h
void build(vector<int>& src) {
1; i < src.size(); i++)

for (int i
t [N+i]

for (int i = N - 1; i > 0; i--)
t[i] = OP(t[2*i], t[2*i+1]);

= srcli];



Usando a arvore de segmentos para somas

Cédigo sumseg. cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N = 1eb+15;
#tdefine NEUTRAL O
#define OP(X, ¥) (X + Y)
#include "stit.h"
#include "stitbuild.h"
int main() {
int n; cin >> n; vector<int> src (n+1);
for (int i = 1; i <= n; i++) { cin >> srcl[i]; }
build(src);
char op; int a, b, v, i; string s;
while (cin >> op)
if (op == ’=?) {
cin > i >> v; set_value(i, v);
} else if (op == ’q’) {
cin >> a >> b;
cout << op_inclusive(a, b) << "\n";
} else getline(cin, s);



Usando a arvore de segmentos para somas (continuado)

Entrada Saida

512000 3

=53 6
#12003 2

ql3 -1

qlb 2

=21 -3
#11003

=3 -3
#11-303

ql 2

ql3

qlb

q33




Usando a arvore de segmentos para maximo

Cédigo maxseg. cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N = 1eb+15, oo = 987654321;
#tdefine NEUTRAL -oo
#define OP(X, Y) max(X, Y)
#include "strec.h"
#include "strecbuild.h"
int main() {
int n; cin >> n; vector<int> src (n+1);
for (int i = 1; i <= n; i++) { cin >> srcl[i]; }
build(src);
char op; int a, b, v, i; string s;
while (cin >> op)
if (op == ’=?) {
cin > i >> v; set_value(i, v);
} else if (op == ’q’) {
cin >> a >> b;
cout << op_inclusive(a, b) << "\n";
} else getline(cin, s);



Usando a arvore de segmentos para maximo (continuado)

Entrada Saida

512000 2

=53 3
#12003 1

ql3 1

qlb 3

=21 -3
#11003

=3 -3
#11-303

ql 2

ql3

qlb

q33




E isso é tudo!

O contelido que vocés precisam para fazer a competicdo que
logo comecara estad todo aqui.

® E possivel misturar essas estruturas de dados com outras
coisas, por exemplo com a criacdo de nés customizados.

® Veremos mais adiante alguns contelidos mais avancados
relacionados como a Arvore de Segmentos Preguicosa.

® E recomendado a leitura do material complementar de cada
coisa!

® Bons estudos!
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