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Componentes Conexos e Ordenacdo Topoldgica



O que

é um componente?

Um componente do grafo é uma subgrafo onde todos os
vértices sdo conectados (existe um caminho de todos os
vértices para todos os vértices).

Da mesma forma que existem grafos fortemente conexos e
grafos fracamente conexos, existem componentes fortemente
conexos e componentes fracamente conexos.

Como descobrir componentes em um grafo n3o direcionado?
Uma busca em profundidade é o jeito mais simples.



Busca de componentes em um grafo nao direcionado

Cédigo rep.h
vector<vector<int>> g (N);
vector<int> rep (N);

void mark_component (int u, int r) {
if (vis[u] == cts) { return; }
vis[u] = cts;
rep[ul = r;
for (int v : glul) { mark_component(v, r); }



|deia para achar componentes em um grafo nao direcionado
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Achando componentes em um grafo ndo direcionado

Cddigo rep.cpp
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N = 1e5+15; int cts = 1; vector<int> vis (N);
#include "rep.h"
int main() { int n, m; cin >> n >> m;
while (m--) { int u, v; cin >> u > v; u--; v-——;
glul .push_back(v); glv].push_back(u); }
for (int u = 0; u < n; u++) mark_component (u, u);
for (int uw = 0; u < n; u++) cout << replul+l << " ";
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E em grafos direcionados?

® Se quisermos achar os componentes fracamente conexos de
um grafo direcionado, é sé criar um grafo nao direcionado
com base nele e procurar usando o método anterior.

® Mas se quisermos achar os componentes fortemente conexos,
n3o podemos fazer em qualquer ordem, sendo da errado!
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Ent3o qual ordem ¢ a ideal?

A ordem ideal é a de iterar primeiro sobre os sumidouros.

Um sumidouro é um vértice que sé tem arestas de entrada.

® O contrario sdo os fontes, que sé tem arestas de saida.

Em um grafo direcionado aciclico, obrigatoriamente existe
pelo menos uma fonte e um sumidouro.

Ent3o a ideia é iterar sobre os sumidouros até eles sumirem.

Dai sé sobrar3o os ciclos, que podem ser percorridos em
qualquer ordem.



I[terando sobre sumidouros e ent3o ciclos
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I[terando sobre sumidouros e ent3o ciclos



Leve detour: Ordenacdo topolégica

O problema da ordenacdo topoldgica é aquele de encontrar
uma ordem para os vértices de um grafo direcionado que faca
sentido em relacdo as arestas.

A ordenac3do que obteremos nos permitira resolver
dependéncias. Sempre que uma coisa depender de outra, ela
sé serad executada se todas as suas dependéncias estiverem
satisfeitas.

Em um grafo direcionado aciclico, para toda aresta (u, v), u
deve aparecer antes de v na ordenac3o topoldgica.

Caso existam ciclos, eles serdo feitos em ordem arbitréaria (mas
as dependéncias dos ciclos serdo resolvidas).

Podemos fazer isso com uma busca em profundidade.



Ordenacdo topoldgica usando busca em profundidade

® \/értices que visitamos primeiro devem vir primeiro.
® Porém, n3o podemos fazer isso ao entrar na busca!

® No grafo abaixo, obteriamos a ordem 1 3 2 4 se comecarmos
uma busca por 1 (que revela 3) e entdo por 2 (que revela 4).
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® Porém 1 vem depois de 2, como arrumar?
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Ordenacdo topoldgica usando busca em profundidade
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® Ao desempilhar, obtemos a ordem 2 4 1 3 que é uma ordem
topoldgica valida!
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Implementacdo da ordenacao topoldgica

Cédigo topo.cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N = 1eb+15;
vector<vector<int>> g (N); vector<bool> vis (N);
stack<int> st;
void dfs_topo(int u) {
if (vis[ul]) { return; } vis[u] = 1;
for (int v : glul) { dfs_topo(v); }
st.push(u); }
vector<int> toposort(int n) {
vector<int> topo;
for (int u = 0; u < n; u++) { dfs_topo(uw); }
while (!st.empty()) { int v = st.top(); st.popQ;
topo.push_back(v); }
return topo; }
int main() { int n, m; cin >> n >> m;
while (m--) { int u, v; cin >> u > v; u--; v--;
glul .push_back(v); }
for (int u : toposort(n)) { cout << ut1l << " "; }



Implementacdo da ordenacdo topoldgica (continuado)

Entrada Saida
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Ent3o de volta ao problema... Serd que essa ordem serve?

® Estavamos pensando anteriormente que seria bom iterar sobre
os sumidouros primeiro para obter os nossos componentes
fortemente conexos no grafo direcionado.

® O problema é que a ordem topolégica nos da a ordem
comecando pelas fontes, e ndo sumidouros...

® Mas tem um jeito simples de tornar sumidouros fontes e
fontes sumidouros: Inverter todas as arestas do grafo!

® A melhor parte é que os ciclos continuam sendo os mesmos
nesse grafo chamado de transposto.

® Assim, saberemos onde estdo os sumidouros no grafo original
e poderemos rodar o algoritmo na ordem correta!



Implementacdo da ordem dos sumidouros

Cddigo stack.h

vector<vector<int>> g_t (N);
stack<int> sinks;

void fill_stack(int u) {
if (vis[u] == cts) { return; }
vis[u]l = cts;
for (int v : g_t[ul) { £fill_stack(v); %
sinks.push(u);



Juntando tudo: O Algoritmo de Kosaraju

® Juntando a parte de achar a ordem dos sumidouros com a
marcacdo das componentes, inventamos o Algoritmo de
Kosaraju!

® S6 que a gente meio que fez o Algoritmo de Kosaraju ao
contrério, preenchendo a pilha com os vértices do grafo
transposto ao invés de preencher os componentes no grafo
transposto.

® Porém, nao importa, afinal o Algoritmo de Kosaraju se baseia
justamente nesse conceito: O grafo transposto tem
exatamente os mesmos componentes fortemente conexos do
grafo original.

® S6 tome esse cuidado ao encontrar esse algoritmo na Internet,
ele vai estar diferente do disposto aqui mas o funcionamento é
idéntico.



Implementacao do Kosaraju

Cédigo kosaraju.cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N = 1e5+15; int cts = 1; vector<int> vis (N);
#include "stack.h"
#include "rep.h"
vector<int> kosaraju(int n) {
for (int u = 0; u < n; u++) { fill_stack(u); } cts++;
vector<int> topo_components;
while (!sinks.empty()) {
int u = sinks.top(); sinks.pop();
mark_component (u, u);
if (rep[u]l == u) topo_components.push_back(u); }
return topo_components;

}
int main() { int n, m; cin >> n >> m;
while (m--) { int u, v; cin >> u > v; u--; v——;
glul .push_back(v); g_t[v].push_back(u); }
kosaraju(n);

for (int u = 0; u < n; ut++) cout << repl[ul+1 << " ";



Implementacdo do Kosaraju (continuado)
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A funcao lowlink

Guardaremos:
® O momento em que uma DFS chega pela primeira vez a cada
vértice (t)
® O menor momento que conseguimos alcancar a partir de cada
vértice, visitando seus vizinhos (/)

Inicialmente t e / s3o iguais (quando chegamos ao vértice pela
primeira vez), mas / é atualizado de acordo com os valores de /
para os vizinhos do vértice.



A funcao lowlink

Se o vizinho v do vértice atual u n3o foi visitado ainda, fazemos a
chamada recursiva e:

® Se t, </, ndo pode ser alcancado a partir de v nenhum
vértice que veio antes de u (ponto de articulacdo)

® Se t, < I, ndo pode ser alcancado a partir de v nenhum
vértice que veio antes de u nem o préprio u (ponte)

® Jy < min(ly, 1)

Caso contrério, basta fazer I, <— min(/y, t,)



O algoritmo de Tarjan

Com a funcdo lowpoint podemos fazer um algoritmo de
componentes conexos:
® Note que, para toda fonte u, I, = t,.
® Basta entdo manter uma pilha dos vértices recentemente
visitados que é atualizada no inicio da DFS.
® Quando /, = t,, o componente fortemente conexo sera
composto por todos os vértices que aparecem depois de u na
pilha.



Implementacdo do Tarjan

Cédigo tarjan.h

int tk = 1; vector<int> tin (N, -1), low (N);
stack<int> st; vector<int> rep (N), onst (N);
void dfs_tarjan(int u) {

if (tinf[u] '= -1) { return; }
tin[ul = low[u] = omnst[u] = ++tk;
st.push(u);

for (int v : glul) {
dfs_tarjan(v);
if (onst[v]) low[u] = min(low([ul, low([v]);
}
if (low[ul == tin[ul]) {
int v; do {
v = st.top(); st.pop(); omnst[v] = 0;
rep[v] = u;
} while (u !'= v);
}
}
void tarjan(int n) {
for (int u = 0; u < n; ut++) { dfs_tarjan(u); }

}



Implementacdo do Tarjan (continuado)

Cédigo tarjan.cpp
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N = 1e5+15; int cts = 1;
vector<vector<int>> g (N);
#include "tarjan.h"
int main() { int n, m; cin >> n >> m;
while (m--) { int u, v; cin >> u >> v; u--; v-——;
glu] .push_back(v); }
tarjan(n);
for (int u = 0; u < n; ut+) cout << replu]+l << "



Implementacdo do Tarjan (continuado)

()
& ©

Entrada Saida

111456788

© U1 O 0O~ WN B+~ ©
~N O 00 O = WN o




Grafo condensado

® Por vezes é (til pegar um grafo direcionado com ciclos e
transforméa-lo em um DAG correspondente.

® Podemos fazer isso criando um grafo condensado.
® (Cada vértice representa uma componente fortemente conexa.
® Assim, podemos aplicar solucdes de DAG em grafos ciclicos!

® Vamos fazer isso pegando cada um dos vértices e vendo se os
seus vizinhos pertencem a componentes diferentes.

® Se sim, criamos uma aresta entre as duas componentes.

® Cuidado que no final das contas vocé podera obter um
multigrafo com vaérias arestas repetidas.

® |sso geralmente ndo é problema, mas é melhor evitar o ganho
de complexidade tirando arestas duplicadas.



Implementacado de grafo condensado

Cédigo condensed. cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N = 1e5+15; vector<int> vis (N); int cts = 1;
vector<vector<int>> g (N);
vector<set<int>> cg (N);
#include "tarjan.h"
int main() { int n, m; cin >> n >> m;
while (m--) { int u, v; cin >> u >> v; u--; v--;
glul .push_back(v); }
tarjan(n) ;
for (int u = 0; u < n; u++)
for (int v : glul) if (replul '= replv])
cglreplul]l.insert(repl[v]);

for (int u = 0; u < n; u++) if (replul == u) {
for (int v : cglul)
cout << u+l << " " << y+1 << "\n";
}



Implementacdo do grafo condensado (continuado)
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Pontos de Articulacdo e Pontes



Definicoes

® Articulacdo: Vértice v em um grafo conectado G tal que, se
o Vértice v fosse removido, G n3o seria conectado.

® Ponte: Aresta e em um grafo conectado G tal que, se a
aresta e fosse removida, G n3o seria conectado.



Implementacado de articulacoes e pontes

Cdédigo articbridges.h
using ii = pair<int, int>;
int tk = 0; vector<int> tin (N, -1), low (N);
vector<ii> brid; set<int> arti;
void dfs(int u, int p) {
tin[u] = low[u] = ++tk; int ch = 0;
for (int v : glul) if (v !'= p) {
if (tinlv] == -1) {
dfs(v, u); ch++;
if ((Lowlv] >= tin[u] & p '= w) ||
(ch >= 2 && p == w))
arti.insert(u);
if (Qow[v] > tin[ul)
brid.push_back(ii(u, v));
low[u] = min(low[ul, lowl[v]);
} else { low[u] = min(low[u], tin[v]); }



Utilizando articulacbes e pontes

Cédigo articbridges.cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N = 1eb+15;
vector<vector<int>> g (N);
#include "articbridges.h"
int main() {
int n, m; cin >> n >> m;
while (m--) {
int u, v; cin >> u >> v; u——; v-—;
glul .push_back(v); glv].push_back(u);
}
for (int u = 0; u < n; u++) { dfsCu, w; }
cout << "articulations:\n";
for (int u : arti) { cout << u+1 << " "; }
cout << "\n" << "bridges:\n";
for (auto [u, v] : brid)
cout << u+l << " " << y+1 << "\n";



Utilizando articulacGes e pontes (continuado)

OsOn0
G"QQ

Entrada Saida
articulations:
23
bridges:
2 4
36

WWWNNDNNDNRFR PO
DO O W o Wwo




	Componentes Conexos e Ordenação Topológica
	Pontos de Articulação e Pontes

