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Geometria...

® (Geometria é assunto que aterroriza muito os maratonistas!

® |sso porque lidar com os todos os casos possiveis, e também
os casos degenerados é geralmente trabalhoso.

® Se é necessario lidar com pontos flutuantes, nos confrotamos
com mais problemas relacionados a precisdo.

® Muitas vezes, os problemas de geometria na maratona
geralmente s3o “simplificados”, e uma complexidade um
pouco pior do que o esperado geralmente passa.

® De toda forma, qualquer enunciado com alguns pontos em um

plano serd imediatamente pulado por qualquer participante na
primeira olhada.



Pontos



Representacao de objetos geométricos

® E comum se criar objetos para representar pontos, segmentos,
poligonos, para facilitar a manipulacao.

® Ao invés de inventa-los, porém, vamos “reutilizar” uma
abstracdo: Os nimeros complexos.

® Assim, a gente ndo precisa inventar um monte de funcdes que
precisamos para manipular pontos.

e Os nimeros complexos ja fazem parte da biblioteca padrio do
C++, o que deixa tudo mais facil.

® QOs outros objetos podem ser representados por pares, ou
vetores de pontos: Segmentos, poligonos, circulos, etc.



Nimeros complexos!

® S3o daformaz=a+ bionde a,pcRei=+—1.
Operacdes primitivas:

e Adicdo (z1 + z2): z1 + 2o = (a1 + a2) + (b1 + b2)i.

¢ Multiplicagdo escalar (r * z): rz = ra+ rbi.

¢ Multiplicagdo complexa (z1 * z2):

712y = (a1 + ib1)(az + ibp)
= ajap + ia1by + ibiay + i*b1 by
= arap + iarbo + ibjar — b1 by
= (a1ax — b1b2) + i(arby + brap)

Conjugado (conj(z)): z*¥ = a — bi.

Norma (norm(z)): |z|2 = a° + b% = zz*.

Valor absoluto (abs(z)): |z| = Va2 + b2.



Forma polar dos nimeros complexos

® Algo interessante é ver a forma polar dos niimeros complexos.
e Construcdo (polar(r, th)): z = re’’.

® Obter 0 (arg(z)) e r (abs(z)).

z=14i=+2es




Usos geométricos

® Produto escalar: (conj(z1) * z2).px.

® Produto vetorial: (conj(zl) * z2).py.

® Distancia euclidiana ao quadrado: norm(z1 - z2).

® Distancia euclidiana: abs(zl - z2).

* Angulo de elevacio: arg(b - a).

® Rotacdo na origem: a * polar(1.0, th).

® Rotacdo no ponto pivé p: (a-p) * polar(1.0, th) + p.

e Angulo ABC:
abs(remainder(arg(a-b) - arg(c-b), 2.0 * PI)).



Lidando com ponto flutuante

Geralmente, vamos usar niimeros complexos com doubles, ent3o
precisamos se atentar as peculiaridades. Para comparar com 0 por
exemplo, declaramos um determinado valor pequeno, o € que
servird como parametro para nossas comparacoes.

® 3= b: fabs(a - b) < EPS.

e x>0: x > -EPS.

® x <0: x < EPS.
O GCC permite que os niimeros complexos no C++ também
possam ser implementados com nilimeros inteiros, geralmente com
long long, mas é necessario ficar alerta porque muitas operacdes

ndo vdo funcionar direito (como por exemplo a disténcia
euclidiana).



Biblioteca de pontos

Cédigo point.h
using pt = complex<double>;
#define px real()
#define py imag()
double dot(pt a, pt b) { return (conj(a) * b).px; }
double cross(pt a, pt b) { return (conj(a) * b).py; }
pt vec(pt a, pt b) { return b - a; }
int sgn(double v) { return (v > -EPS) - (v < EPS); }
// -1 (cw), 0 (colinear), +1 (ccw)
int seg_ornt(pt a, pt b, pt c) {
return sgn(cross(vec(a, b), vec(a, ¢))); }
int ccw(pt a, pt b, pt ¢, bool col) {
int o = seg_ornt(a, b, c);
return (o == 1) || (o == 0 && col); }
const double PI = acos(-1);
double angle(pt a, pt b, pt c) {
return abs(remainder (arg(a-b) - arg(c-b), 2.0 * PI)); }



Direcao de trés pontos

Cédigo triangle.cpp
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const double EPS = 1e-9;
#include "point.h"
int main() {
int t; cin >> t;
while (t--) {
int x1, y1, x2, y2, x3, y3;
cin >> x1 >> y1 >> x2 >> y2 >> x3 >> y3;
pt a (x1, y1), b (x2, y2), c (x3, y3);
int ans = seg_ornt(a, b, c);
if (ans == 0) { cout << "TOUCH\n"; }
else if (ans == +1) { cout << "LEFT\n"; }
else if (ans == -1) { cout << "RIGHT\n"; }



Exemplo de direcao de trés pontos
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Linhas e segmentos



Linhas e segmentos

Dois pontos fazem um segmento! Ja as linhas sdo a extens3o
infinita de um segmento, entdo podemos representa-las por um
segmento simbdlico de comprimento irrelevante.

Agora alguns problemas com segmentos:

® Achar a intersecdo entre duas linhas que ndo sdo colineares

® Achar a intersecdo entre dois segmentos

® Verificar se um ponto estd em um segmento
® Calcular a distancia entre um ponto e um segmento
[ )

Calcular a distancia entre dois segmentos

Vamos ver tudo isso a seguir.



Biblioteca de segmentos

Cédigo seg.h
#define aa first
#define bb second
using seg = pair<pt, pt>;
pt vec(seg s) { return vec(s.aa, s.bb); }
int ord_ornt(seg s, pt c) {
return seg_ornt(s.aa, s.bb, c);

}



Verificar se ponto esta no segmento

Cadigo onseg.h

bool on_segment(seg s, pt p) {
return cross(s.aa - p, s.bb - p) ==
&& dot(s.aa - p, s.bb - p) <= 0;



Verificar se ha interseccao entre dois segmentos

Cédigo intersectseg.h

#include "onseg.h"
bool intersects_seg(seg s, seg t) {
int ol = ord_ornt(s, t.aa), o2 =
int o3 =
return (
(ol !'= 02 && 03 != 04) ||
(ol == 0 &% on_segment(s, t.aa)) ||
(02 == 0 && on_segment(s, t.bb)) ||
(03 == 0 &% on_segment(t, s.aa)) ||
(04 == 0 &% on_segment(t, s.bb)));

ord_ornt(s, t.bb);
ord_ornt(t, s.aa), o4 = ord_ornt(t, s.bb);



Ponto mais préximo do segmento

Cédigo pointinseg.h
pt point_in_seg(pt p, seg s) {
if (s.aa == s.bb) { return s.aa; }
double 1 = dot(vec(s.aa, p), vec(s)) / norm(vec(s));
if (1 < 0.0) { return s.aa; }
if (1 > 1.0) { return s.bb; }
return s.aa + lxvec(s);



Distancia entre ponto e segmento

Cdadigo distsegpoint.h

#include "pointinseg.h"

double distance_seg_point(pt p, seg s) {
return abs(p - point_in_seg(p, s));

3



Distancia entre segmento e segmento

Cédigo distsegseg.h

#include "intersectseg.h"

#include "distsegpoint.h"

double distance_seg_seg(seg s, seg t) {
if (intersects_seg(s, t)) { return 0; }
double vl = distance_seg_point(s.aa, t);
double v2 = distance_seg_point(s.bb, t);
double v3 = distance_seg_point(t.aa, s);
double v4 = distance_seg_point(t.bb, s);
return min({ v1, v2, v3, vd });



Utilizacdo da distancia entre segmento e segmento

Cdadigo distsegseg.cpp
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const double EPS = 1e-9;
#include "point.h"
#include "seg.h"
#include "distsegseg.h"
int main() {
int t; cin >> t;
while (t--) {
int x1, yi1, x2, y2, x3, y3, x4, y4;
cin >> x1 >> yl1 >> x2 >> y2 >> x3 >> y3 >> x4 >> y4;
seg a = seg(pt(xl, y1), pt(x2, y2));
seg b = seg(pt(x3, y3), pt(x4, y4));
cout << distance_seg_seg(a, b) << "\n";



Utilizac3o da distancia entre segmento e segmento (continuado)
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Poligonos



Poligonos

® Um conjunto ordenado de pontos.

Podem estar em ordem horaria ou anti-horaria.

Podem ser simples (sem buracos, e n3o intersecta consigo
mesmo) ou complexos (permitem tudo isso)

Geralmente convertemos poligonos complexos em poligonos
simples para resolver problemas.



Problemas com poligonos

Verificar se um ponto esta dentro de um poligono.

Particao de poligonos em outros poligonos:
® Divisdo em poligonos monotonicos.
® Triangulac3o.
® Problema da Galeria de Arte.

Operacdes booleanas (unido, interseccdo, etc).

Area de um poligono.

Diagrama de Voronoi.



Area de um poligono

Algoritmo de Shoelace. D4 positivo ou negativo dependendo da
ordem do poligono.

Cddigo polyarea.h
double polygon_area(vector<pt>& ps) {
double area = cross(ps[ps.size()-1], ps[0]);
for (int i = 1; i < ps.size(); i++) {
area += cross(ps[i-1], ps[il);
}

return area / 2.0;



Exemplo de area de um poligono

Cédigo polyarea.cpp
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const double EPS = 1e-9;
#include "point.h"
#include "polyarea.h"
int main() {
int n; cin >> n;
vector<pt> ps (n);
for (int i = 0; i < n; i++) {
int x, y; cin > x > y; psli] = pt(x, y);
}

cout << polygon_area(ps) << "\n";



Exemplo de area de um poligono (continuado)

Entrada Saida

2.5

O = N O
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Teorema de Pick

Um poligono simples com vértices em coordenadas inteiras.

A=i+—-—1
/—}—2

® A é a area de um poligono.

® j é o nimero de pontos de coordenada inteira no interior do
poligono.

® b é o niumero de pontos de coordenada inteira na borda do
poligono.



Poligonos convexos

e Um poligono convexo é aquele onde todo segmento entre dois
vértices do poligono estd contido na unido do interior com a
borda do poligono.

® Todos os angulos internos sdo menores ou iguais a 180 graus.

® Poligonos estritamente convexos ndo permitem segmentos
colineares.

® Se pegar todo conjunto de trés pontos consutivos, eles sempre
seguirdo uma mesma direc3o ou serdo colineares.



Verificar se ponto esta dentro de um poligono convexo

Cédigo isinsidepolyconvex.h

bool is_inside_poly(vector<pt>& ps, pt p) {
int n = ps.size();
double theta = 0;
for (int 1 = 0; i < n; i++) {
theta += (seg_ornt(ps[i], ps[(i+1)%nl, p)
>0 7 +1 : -1)
* angle(ps[il, p, ps[(i+1)%nl);
}
return abs(theta - 2%PI) < EPS;



Verificar se ponto esta dentro de um poligono

Cédigo isinsidepoly.h
#include "onseg.h"
// 0 if outside, 1 if inside, strict if on boundary
int is_inside_poly(vector<pt>& ps, pt p, int strict) {
int n = ps.size();
if (n < 3) { return false; }
int count = 0;
for (dnt i = 0; i < n; i++) {
int j = (i+1)%n;
if (on_segment (seg(ps[il, ps[jl), p))
return strict;
count ~= (((p.py < pslil.py) - (p.py < ps[jl.py))
* ord_ornt(seg(pslil, ps[jl), p)) > 0;
¥

return count;



Verificando pontos dentro do poligono

Cédigo isinsidepoly.cpp
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std; const double EPS = le-9;
#include "point.h"
#include "seg.h"
#include "isinsidepoly.h"
int main() {
int n, m; cin >> n >> m; vector<pt> ps (n);
for (dnt i = 0; i < n; i++) {
int x, y; cin > x > y; psli] = pt(x, y); }
while (m--) {
int x, y; cin >> x >> y;
switch (is_inside_poly(ps, pt(x, y), 2)) {
case 0: cout << "QUTSIDE\n"; break;
case 1: cout << "INSIDE\n"; break;
case 2: cout << "BOUNDARY\n"; break;



Verificando pontos dentro do poligono (continuado)
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Técnicas Algoritimicas



Varredura linear

® Uma das técnicas principais em geometria computacional.

A ideia é imaginar uma linha (frequentemente vertical) que
varre o plano, parando em alguns pontos.
® As operacoes geométricas sdo restritas a objetos geométricos

que intersectam ou est3o préximos a linha de varredura
quando ela para.

Ao final da varredura, o problema esta solucionado.



Fecho convexo

® Vamos fazer uma varredura linear para resolver o problema do
fecho convexo.

® Algoritmo das cadeias monoténicas de Andrew.



Fecho convexo usando cadeias monotonicas

Caédigo monotone.h

// 0(n 1g n)
vector<pt> convex_hull(vector<pt>& ps, bool col = false) {
int k = 0, n = ps.size(); vector<pt> ans (2+n);
sort(ps.begin(), ps.end(), [1(pt a, pt b) {
return make_pair(a.px, a.py) < make_pair(b.px, b.py); });
for (int i = 0; i < n; i++) {
while (k >= 2 && !ccw( /* lower hull */
ans[k-2], ans[k-1], ps[i], col)) { k——; }
ans[k++] = ps[i];
}
if (k == n) { ans.resize(n); return ans; }
for (int i = n-2, t = k+1; i >= 0; i--) {
while (k >= t && !ccw( /* upper hull */
ans[k-2], ans[k-1], ps[i], col)) { k——; }
ans[k++] = ps[i];
}

ans.resize(k-1); return ans;



Varredura angular

® A linha ao invés de varrer o plano em uma direc3do, varre o
plano usando uma linha que vai rotacionando.
® Uma subtécnica s3o os rotating calipers que se ancoram no

conceito de se rotacionar de forma a encontrar pontos que s3o
opostos.



Fecho convexo com varredura angular

® Varremos o plano de acordo com o angulo de um ponto
extremo especifico.

® Varredura de Graham.



Fecho convexo de Graham

Cédigo graham.h

// 0(n 1g n)
vector<pt> convex_hull(vector<pt>& ps, bool col = false) {
pt pO = *min_element(ps.begin(), ps.end(), [1(pt a, pt b) {
return make_pair(a.py, a.px) < make_pair(b.py, b.px); });
sort(ps.begin(), ps.end(), [&pO](pt a, pt b) {
int o = seg_ornt(p0, a, b);
return o < 0 || (o == 0 && norm(p0 - a) < norm(p0 - b)); });
if (col) {
int i = ps.size(); i--;
while (i >= 0 && seg_ornt(p0, ps[i], ps.back()) == 0)
1==;
reverse(ps.begin()+i+1, ps.end());
}
vector<pt> ans; for (int i = 0; i < ps.size(); i++) {
while (ans.size() > 1 && !'ccw(
ps[il, ans.back(), ans[ans.size()-2], col))
ans.pop_back();
ans.push_back(ps[i]);
} return ams;



Utilizacdo do fecho convexo

Cédigo convex.cpp

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std; const double EPS = le-9;
#include "point.h"
#include "monotone.h"
int main() {
int n, c¢; cin >> n >> c; vector<pt> ps (n);
for (dnt i = 0; i < n; i++) {
int x, y; cin > x > y; psli] = pt(x, y);
}
vector<pt> hull = convex_hull(ps, c);
cout << hull.size() << "\n";
for (pt p : hull)
cout << int(p.px) << " " << int(p.py) << "\n";



Utilizagdo do fecho convexo (continuado)
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Utilizagdo do fecho convexo (continuado)
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E isso

é tudo!

Todo o contetido que vocés vao precisar estd aquil
Tem uma matéria inteira sobre Geometria Computacional.
Confira alguns links com leituras extras.

Geometria com nimeros complexos
(https://codeforces.com/blog/entry/22175).

Diagrama de Voronoi
(https://codeforces.com/blog/entry/85638).

Fecho convexo [escrito pelo Fernando] (https:
//cp-algorithms.com/geometry/convex-hull.html).

Diagrama de Voronoi e Triangulacdo de Delaunay
(https://codeforces.com/blog/entry/85638).

Bons estudos!
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