Anélise de Algoritmos

Exercicios

2 de novembro de 2024
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1 Introducao

1. Prove! que o Algoritmo S abaixo

S(z,v,a,b)

Sea>b
Devolva a — 1
Se x > v[b]
Devolva b
Devolva S(z,v,a,b — 1)

¢ uma solugao para o seguinte problema computacional.

Busca em Vetor Ordenado (BVO)

Instancia: (x,v,a,b) onde
r: é um valor,
a,b: sao inteiros,
v : é um vetor de valores indexado por [a..b].

Resposta: O “lugar onde x deveria estar em v”, isto €, o inico m €
l[a — 1..b] satisfazendo

para todo i € [a..m],

[i] <z,
< i, para todo i € [m + 1..0].

v
T
2. Resolva as seguintes recorréncias onde ¢y, ¢y € C.
(a)
C1, sen =0,
f(n) = ,
o+ f(n—1), sen>1,
(b)

o+ f([%]), sen>1,

f(n):{cl’ sen =0,

!Sugestao: Prove por induciao em n :=b —a + 1 que se (z,v,a,b) é uma instancia de
BVO, e S(x,v,a,b) = m, entao

v[i] <z, para todo i € [a..m], e
x < v[i], para todo i € [m + 1..0].



3. Prove’ que o Algoritmo B abaixo

B(z,v,a,b)

Sea>b
Devolva a — 1

m e 2]

Se x < v[m]
Devolva B(z,v,a,m — 1)
Devolva B(z,v,m + 1,b)

é uma solu¢ao para o problema de Busca em Vetor Ordenado (cfr.
Exercicio 1).

4. Sejam a,b € N e sejam

m(a,b) = V ; bJ ,

n(a,b) = b—a+1.

Prove que

5. Prove que
c1+clgn < f(n) <ep+celg(n+1), paratodon > 1,
onde ¢, ¢y e f(n) sdo como no Exercicio 2b.

6. Uma drvore (bindria) é uma drvore vazia, denotada por A, ou é um par
T = (E(T),D(T)) onde E(T') e D(T') sao arvores binérias. A arvore T'
é uma folha se E(T) e D(T') sao ambas arvores vazias. A altura de T'
¢é dada por

WT) — 1, se T'=A,
D) = 14+ max {h(E(T)),h(D(T))}, seT #A.

Prove que® se T tem n > 1 folhas entao h(T) > lgn.

2Sugestao: Inducaoem b —a + 1
3Sugestao: Observe que se T é uma arvore com n folhas, entdo a arvore resultantante
de retirar de T todas as suas folhas tem pelo menos n/2 folhas.



10.

11.
12.

13.

14.

2 Notacao Assintdtica

Prove que se f(n) = O(1) e g(n) = O(1) entao f(n)+ g(n) = O(1),
isto é, que

O1) +0(1) = O(1).

Prove que se f(n) = O(1) e lim g(n) = oo, entao

Jn) _
isto é, que se lim g(n) = oo, entao
oW _
o) =W

Sejam f: N— Nel(n)=0(1) e a € N. Prove que
f(n)
> 1) = 0(1) 7).

Prove que
(a) L =0().
(b) 22 — O(1).

n

Prove que se f: N — R tem limite finito, entao f(n) = O(1).

F’rove que se f(n) =O(1) e g(n) = O(1) entao f(n)g(n) = O(1), isto
é, que

Seja
n—1
h =
= "5
e seja
u(n) =min {k € N | h¥(n) < 0}.

Prove que

u(n) = O(1)lgn.
Prove que

log, n = O(logn), para todo b > 1.
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15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

Sejam ng € N, f: N—= R e h: N— N tais que

f(n) =0(1)+ f(h(n)), para todo n > ng.

Prove que

onde
u(n) :=min {k € N | h¥(n) < no}.

Prove que se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)), entao f(n) = O(h(n)).

Prove que se g(n) = O(1) e f: N — R é nao-decrescente, entdao f o
g(n) = O(1), isto é, que

fn) = OF(n),
gln) = O(G(n)),
Fn) = 0O(G(n), e
f(n) nioé O(g(n)).
Prove que
(a) O(1) = O((logn)*), se e somente se a > 0.
(b) O((logn)®) = O(n?), para todo a € R e todo 3 > 0.
(c) O(n®) = O(n?), se e somente se a < 3.
(d) O(n*) = O(p"), para todo o € R e todo 3 > 1.
(e) O(a™) = O(p"), se e somente se o < 3
(f) O(a™) = O(n!), para todo a € R.
() O(n!) = O
Prove que

(a) n= Q| logn))

Prove que se f: N — R tem limite, entao f(n) = (1) se e somente se

lim f(n) # 0.



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

Sejam ng € N, f: N—= R e h: N— N tais que

f(n) = f(h(n)) + (1), para todo n > ny.

Prove que
f(n) = Q1u(n),
onde
u(n) :=min {k € N | h¥(n) < no}.
Seja
n—1
h(n) := { 5 J :
e seja
u(n) = min {k € N | h*(n) < 0}.
Prove que

u(n) = Q(1)lgn.

Sejam f(n) = Q(1) e g(n) = Q(1). Prove que f(n)g(n) = Q(1), isto é,

prove que

Prove que se

entao

Prove que se g(n) = Q(1)f(n) entdao g(n) = Q(f(n)) e, além disso,
f(n) =0 = g(n) =0, para todon € N.

Prove que
log, n = Q(logn), para todo b > 1.

Prove que f(n) = Q(g(n)) se e somente se g(n) = O(f(n)).

Prove que se g(n) = Q(1) e f: N — R é assintoticamente positiva e
nao-decrescente, entao g o f(n) = (1), isto é, que



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Prove que se lim f(n) = 0 entéao
Q1) + f(n) =Q(1).

Dé exemplos de fungoes f(n) = Q1) e g(n) = (1), tais que

(a) f(n); =Q(1).
(b) g(n): ndo é Q(1).

Dé exemplos de fungdes f(n) = Q(1) e g(n) = Q(1), tais que

(a) f(n)+g(n) =Q(1).
(b) f(n)+ g(n) nao é Q(1).

Prove que se f(n) = Q(1) e limg(n) = 0, entao

f(n) +g(n) = Q(1).

Prove que g(n) = ©(f(n)) se e somente se existem ¢, ¢t >0en. €N
tais que

c|f(n)] < |g(n)| < ¢t f(n), para todo n > n,.
Prove que se f(n) = O(1) e g(n) = o(1), entao f(n)g(n) = o(1), isto é,
que

O(1)o(1) = o(1).

Prove que se f(n) = o(g(n)), entao

ou, equivalentemente,

I?rove que se f(n) =0O(1) e g(n) = Q(1), entao f(n)/g(n) = O(1), isto
| o) _
o (1).

Use a aproximacao de Stirling para provar que

RISHERNCS
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39. Prove que

f(n) =o(1) se e somente se lim f(n) = 0.

40. Prove que
n°W= = o(1), para todo 3 > 0.

41. Prove que
o= — (1), para todo 3 > 1.

3 Divisao e Conquista

42. Prove que

(a)
| f(n)] = f(n) + O(1), paratodo f: N — R.

(b) se b > 1eng €N, entao

Llogb EJ + 1 =log,n+ O(1).
No

43. Use o “Teorema Mestre” para obter solucoes para as seguintes re-

(a) T(n) =2T(n/4) +1,
(b) T(n) = 2T(n/4) +v/n,
(¢) T(n) =2T(n/4) + n,
(d) T(n) =2T(n/4) + n?,
(e) T(n) =T(7n/10) + n,
(f) T(n) = 16T (n/4) + n?,
(8) T(n) =7T(n/3) + n?,
(h) T(n) =TT (n/2) + n?

44. Use o “Teorema Mestre” para provar que o tempo de execucao de
(B(x,v,a,b)) (onde B é o algoritmo do Exercicio 3) é O(logn).



45. Considere o seguinte algoritmo.

Minimo(v, a, b)

Entrada: um vetor v indexado por [a..b], com a < b
Saida : um indice m € [a..b] tal que v[m] < v[i] para todo i € [a..b].
Sea=1b

Devolva a

m |2
my < Minimo(v, a,m)
mg <— Minimo(v, m + 1, b)
Se ’U[ml] S U[mg]

Devolva my

Devolva ms

(a) Prove que o algoritmo esta correto.

(b) Use o “Teorema Mestre” para obter uma expressao assintética
para o tempo de execu¢ao de Minimo(v,a,b) em fungdo de n =
b—a+1.

(c) Explique por que nao é possivel existir algoritmo assintoticamente
mais eficiente que este (em anédlise de pior caso) para o problema
de determinar o minimo de um vetor.

46. Considere o seguinte algoritmo

Multiplica(x, n)
Entrada: uma “coisa somavel”® z e um inteiro n
Saida : O valorden x x
Sen=0
Devolva 0
Se n € par
Devolva Multiplica(z + x, %)
Devolva Multiplica(x + z, "5*) + «

%x pode ser qualquer coisa para a qual exista uma operacao de soma definida, como
por exemplo, um numero, uma matriz, uma funcao etc.

(a) Prove que o algoritmo esta correto.

(b) Use o “Teorema Mestre” para obter uma expressao assintética
para o tempo de execucao de Multiplica(z,n) em fungao de n nos
casos em que x + x pode ser computado em tempo O(1)



47. Um estudante diz que é possivel obter um algoritmo melhor do que o
Algoritmo de Karatsuba, dividindo os inteiros em trés partes em vez
de somente duas, da seguinte maneira.

Dada uma sequéncia = (z,_1,...,20) € {0,1}", sejam 2, z¢ e zg
as partes “esquerda”’, “central” e “direita” de x, isto é,

rp, = ($n71>---,9€2n/3),
To = (.Tgn/3_1,...,l'n/3>,
TR = (%/3—1;---,330)-
Entao
TY = xp X yp x 243
+ (xp X yo + xc X o X yr) x 2"
+($L XyR+ZL'RXyL+QZny0) X22n/3
+ (.CEC X Yyr +xp X yc) x /3
+xR X YR,
e fazendo
rn = I XYL,
ro = (zp+2c) X (yr +yo),
rs = o XYo,
rey = (xp+xRr) X (yr + Yr),
s = XR X YR,
re = (Tc+wRr) X (Yo + Yr),
temos

XY = rl><24”/3+(r2—7"1—r3)><2"+(r3+7‘4—r1—7“5)><22"/3—|—(7‘6—r3—7“5)><2”/3+r5.
(a) Escreva o algoritmo correspondente as observagoes acima, para o

caso em que x e y tem tamanho n onde n é poténcia de 3.

(b) O algoritmo do estudante é assintoticamente mais rapido que o
Algoritmo de Karatsuba? Justifique.

(c) O algoritmo do estudante esta correto? Justifique.

48. Uma «a-pseudo-mediana de um conjunto de n valores é um elemento
m do conjunto que é menor ou igual a pelo menos n® elementos do
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conjunto e maior ou igual a pelo menos n® elementos do conjunto. Uma
pseudo-mediana de um conjunto de n valores ¢ uma a-pseudo-mediana
desse conjunto para algum 0 < a < 1.

O seguinte algoritmo calcula uma pseudo-mediana dos elementos de
um vetor.

P(v,a,b)

Entrada: Vetor v indexado por a..b
Saida : Uma pseudo-mediana de {v[i]: i € [a..b}
n<b—a+1
Sen<3
Devolva v[a]
Sen<3
Devolva a mediana de {v[a],v]a + 1],v]a + 2|}
u < vetor indexado por [1.. [n/3]]
g1
Para i de a até b — 3
ulj] + P(v,1,1+ 2)
Jjg+1
1< 1+3
Sei<b
ulj] + P(v,1,b)
Devolva P(u, 1, [n/3])

(a) Use o “Teorema Mestre” para expressar o tempo de execugao de
P(v, a,b) em termos assintéticos em fun¢ao do nimero n = b—a+1
de elementos do vetor.

(b) E suficiente para que o algoritmo QuickSort execute em tempo
O(nlogn) (onde n é o numero de elementos do vetor) que o
pivo escolhido a cada iteragao seja uma pseudo-mediana do ve-
tor sendo ordenado. E possivel computar uma pseudo-mediana a
cada iteragao e ainda assim ordenar o vetor em tempo O(nlogn)?
Justifique®

49. O seguinte algoritmo resolve o conhecido quebra-cabeca das Torres de
Handi. A execugao de Hanoi(n, a, b, ¢) move n discos da torre a para a
torre b usando a torre ¢ como torre auxiliar, de acordo com as regras
do jogo.

4Sugestao: Use o “Teorema Mestre” de novo.
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Hanoi(n, a, b, c)

Sen=0
Termine
Hanoi(n — 1,a,c,b)
mova o disco no topo da torre a para o topo da torre b
Hanoi(n — 1,¢,b,a)

Seja M (n) o nimero de movimentos (passagem de um disco de uma
torre para outra) na execucao de Hanoi(n, a, b, c).

(a) Descreva M (n) por meio de uma recorréncia.
(b) Resolva esta recorréncia.

(c) E possivel usar o “Teorema Mestre” para obter uma expressao
assintética para o tempo de execugao do algoritmo?

(d) Prove® que que nao é possivel resolver uma instancia (n, a, b, c) do
problema das Torres de Handi com menos do que 2" — 1 movimen-
tos.

(e) O algoritmo acima ¢ uma solugao 6tima para o problema das Tor-
res de Handi do ponto de vista do tempo de execucao assintotico?

50. Considere o seguinte problema computacional.

Subvetor de Soma Méaxima (SSM)

Instancia: Uma tripla (v, a,b) onde v é um vetor indexado por [a..b].

Resposta: Um par (p, q) de indices de v tal que a soma

é maxima.

Brutus, um programador, sugere o seguinte algoritmo: para cada par
(p,q) de indices em [a..b] com p < ¢, compute a soma dos valores de
v[p..q] e devolva um par cuja soma é maxima.

Outro programador, Jilio, sugere o seguinte algoritmo: fazendo m =

57

®Sugestao: Inducdo no nimero de discos.

12



(a) recursivamente compute uma resposta (p1, ¢1) da instancia (v, a, m),

(b) recursivamente compute uma resposta (ps, g2) da instancia (v, m+
1,b),

(c) compute o par (p',q') onde p/ < m < ¢ sdo tais que a soma

z

(d) devolva o par (p,q) com soma méaxima dentre estes trés.

, v[i] é méxima.

(a) Expresse o tempo de execugao do algoritmo de Brutus em termos
assintéticos, em funcao do nimero de elementos do vetor®.

(b) Confiando na afirmagao de Julio de que o passo 50c do algoritmo
pode ser executado em tempo (de pior caso) ©(n) onde n é o
numero de elementos do vetor, expresse o tempo de execucao de
seu algoritmo em termos assintéticos’, em funcao de n.

(c) Compare o tempo de execugao dos algoritmos obtidos nos itens
anteriores e diga se sao assintoticamente equivalentes ou qual é
mais eficiente segundo esta anélise.

(d) Explique como executar o passo 50c do algoritmo de Julio em
tempo de pior caso O(n).

51. Considere o Algoritmo Exp(z,n) dado por

Exp(z,n)

Entrada: uma “coisa multiplicavel”* £ e um inteiro n
Saida : O valor de x"
Sen=0
Devolva o elemento neutro da multiplica¢ao
e + Exp(z, [n/2])
e<exe

Se n € par
Devolva e

Devolva = x e

%x pode ser qualquer coisa para a qual exista uma operacao de multiplicagao definida,
como por exemplo, um nimero, uma matriz, uma fungao etc.

(a) Prove que o algoritmo esta correto.

6Sugestao: O tempo de execucio serd ©(S(n)) onde S(n) é o nimero de somas efe-
tuadas e n é o numero de elementos do vetor
"Sugestao: Use o “Teorema Mestre”
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(b) Dé uma expressao nao recorrente para o nimero de multiplicagoes
na execugao de Exp(x,n) em fungao de n.

(¢) Assumindo que cada multiplicagdo na execugao de Exp(z,n) é efe-
tuada em tempo O(1), expresse o tempo de execugao de Exp(z, n)
em termos assintéticos em funcao de n.

4 Algoritmos Gulosos

52. Seja (X, f) uma instancia do problema de Codifica¢gdo de Huffman e

sejam o1 e oo duas letras frequéncia minima nessa instancia. Seja
Y =%—{o1,00} UT,onde T ¢ ¥ e seja f': ¥ — Q dada por

o s ot
/o) {f(01)+f(02), seo =T.

Prove que as respostas ¢ e ¢’ das instancias (X, f) e (X', f') tem mesmo
custo, isto é,

> lelo)lf(o) =) |d(@)]f'(0).

oeEY oex’

53. Use os resultados provados em aula para provar que Algoritmo Codifica

(discutido em aula) é uma solugao para o problema de Codificacdo de
Huffman?®.

5 Programacao Dinamica

54. Considere o seguinte algoritmo para computar o n-ésimo termo da
Sequéncia de Fibonacci.

Fib(n)

Sen<l1
Devolva n

Devolva Fibg(n — 2) + Fibg(n — 1)

Numa execucao de Fibg(n), quantas vezes se executa Fibg(k), se k < n?

8Sugestao: Inducio no tamanho do alfabeto da instancia.
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55. Prove que o seguinte algoritmo para computar o n-ésimo termo da
Sequéncia de Fibonacci esta correto.

Fib(n)

v < vetor indexado por [0..1]
v[0] - 0
v[l] + 1
Para k de 2 até n

v[k mod 2] < v[0] 4+ v[1]
Devolva v[n mod 2]

56. Considere o seguinte algoritmo para computar o n-ésimo termo da
Sequéncia de Fibonacci.

Fib(n)
M <+ Exp M)
Devolva M1, 1]

onde Exp ¢é o algoritmo do Exercicio 51.

(a) Prove que o algoritmo esta correto.

(b) Dé uma expressao nao recorrente para o nimero de operagoes
aritméticas efetuadas (somas e multiplicagoes de inteiros) na execugao
de Fib(n) em fungao de n.

(c) Expresse o tempo de execugao de Fib(n) em termos assintéticos
em funcao de n.

57. Considere o seguinte algoritmo para o calculo do coeficiente binomial

(5)-

B(n, k)

Fatorial(n)
Fatorial(k) x Fatorial(n—k)

Devolva

(a) Sabendo que Fatorial(n) executa n — 1 multiplica¢oes para todo
n € N, dé uma expressao para o numero de operagoes aritméticas
(multiplicagoes e divisoes) na execucao de B(n, k).

(b) Dé uma expressao para o tempo de execugao de B(n, k) em funcao
de n.

15



58. Proponha um algoritmo de programacao dinamica para o calculo do
coeficiente binomial (’,;”) baseado na relacao de Stifel

, se k=0,
(Z) =)+ G, se1<k<m,
0, caso contrario.

(a) Quantas operagoes aritméticas entre inteiros faz seu algoritmo?

(b) Qual seu tempo de execu¢ao em termos assintéticos em fungao de

n e k. E somente em funcao de n?

Qual o espago consumido em termos assintéticos em fungao de n
e k. E somente em funcao de n?

Compare-o com o algoritmo do Exercicio 57.

No algoritmo do Exercicio 57 os valores intermediarios calculados
podem ser muito grandes, mesmo quando o resultado final nao
seja. Isso torna possivel, por exemplo, que a execucao do algo-
ritmo incorra em erro de “overflow” mesmo num caso em que o
resultado final nao sobrepasse a capacidade de armazenamento de
um inteiro.

i. Prove que seu algoritmo nao sofre deste problema.

i. Prove que o algoritmo do Exercicio 57 pode computar valores

intermediarios arbitrariamente maiores que os do resultado
final, provando que para todo N € N existem n,k € N tais

que
n
I— > N.
= (i) 2

59. Prove que um algoritmo para o problema da Subsequéncia Crescente
Maxima que examina cada uma das subsequéncias possiveis e escolhe a
maior consome tempo 2(2X1) para computar uma instancia | X]|.

60. Prove que o tempo de execugao de’ DistEditg(z,y) é © ((1+ \/5)")
onde n = |z| + |y

61. Seja A um conjunto. Uma funcdo d: A x A — R é uma distincia (ou
métrica) sobre o conjunto A se tem as seguintes propriedades.

9DistEdity é o algoritmo recursivo para o problema da Distancia de Edicio discutido em

aula.

16



Seja > um alfabeto.
(a) Prove que a Distancia de Hamming é uma distancia sobre %"
para todo n € N.
(b) Prove que a Distancia de Edi¢do é uma distancia sobre ¥*.

62. Execute o algoritmo DistEditp(x,y) (discutido em aula) para x = cara
e y = caldo preenchendo a matriz abaixo.

01 2 3 4 5
- ¢ a 1l d4 o

W = O
pM R PO

63. Considere as seguintes solugoes para o Problema do Caixeiro Viajante tal
como discutido em aula.

A: O algoritmo que computa o custo de cada uma das n! permutacoes
sobre [1..n], e devolve uma que apresenta custo minimo.

B: O algoritmo que, a partir da observacao de que o custo de per-
mutagoes circulares (como por exemplo (pg, ..., Pn_1) € (P1,.-.,D0))
de [1..n| tem mesmo custo, computa o custo de cada uma das
(n — 1)! permutagdes circulares sobre [1..n], e devolve uma que
apresenta custo minimo.

Sejam Ta(n) e Tg(n) os tempos de execugao de cada um destes algo-
ritmos expressos em funcao de n.

(a) Expresse Ta(n) em termos assintéticos.

(b) Expresse Tg(n) em termos assintéticos.

(c) Ta(n) e Tg(n) sdo assintoticamente equivalentes ou um deles é
assintoticamente menor que o outro? Justifique.

17



64. Prove que a execucao de CustoMenorCaminhog (D)’ toma tempo ©((n—
1)!) e espago ©(n?) onde n = dim(D).
65. Prove que'!

Z (Z) k* = n?2""2 + n?2""% 4 n para todo n € N,
k=2

e que

100 algoritmo discutido em aula.
1Sugestao: Use inducio em n.

18



A Solucao de Recorréncias

Este apéendice traz um apanhado de resultados a respeito de solucao de
recorréncias.
Teorema 1. Sejam ng € N, h: N—= N e f,m,s: N — C tais que

fn) =m(n)f(h(n)) + s(n), para todon > ny.

Entao
() = £ ) [T (i) + 37 s o) [ (02 0)), para todo n = e,
onde

u=min{k € N|h¥(n) <no}.

Teorema 2. Se a funcao f: N — C satisfaz uma recorréncia linear ho-
mogeénea cujo polinomio caracteristico é

(X =)™ (X =)™ (X — )™

entao
_ 0,.n mi1—1,.n
f(n) =cian’ri + ...+ c1mn 7]
0,.n mo—1_n
+ o1 Ty ..t Com,N Ty
+ ...
0,.n mi—1,.n
+ e an T, oo Crmn T
onde Ci11,...,Clm,C21y+,C2mg -3 Chily---,Chm, 5G40 a solugao de um sis-

tema linear dado por

0 -1
fla) =criari 4+ ...+ crma™ ¢
0 -1
+eapary + . A Com,a"?T Ty
+ ...

0 ~1
+epaary + oo et

a
Ths
para k valores distintos de a.
Teorema 3. Se f: N — C satisfaz a recorréncia linear homogénea

fn)=af(n—1)+af(n—2)+... +arf(n—k), para todon >k,

entao f(n) satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo polinémio carac-

teristico é
XF g X g X — a.
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Teorema 4. Se f: N — C satisfaz a recorréncia linear nao homogénea
fn)=af(n—1)4+asf(n—2)+...+apf(n—k)+ g(n), para todon >k,

e g(n) satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo polindémio caracteristico
¢ G, entao f(n) satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo polinémio
caracteristico €

(XF —a XM — a1 X —a)G.
Teorema 5. Dados k € N ec,r € C, a funcao
g(n) = enFrm,

satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo polinomio caracteristico é

(X — )it

B O “Teorema Mestre”

Teorema (“Teorema Mestre”). Sejam a >1,b> 1, T, f: N — R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entao
O(n'os ) se f(n) = O(n'°&+2=¢) " para algum € > 0,
] O ogn),  se fn) = (o),
n) =
O(f(n)), se f(n) = Q(n'°& %) para algum e > 0 e
af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.
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