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“Teorema Mestre”: Sejam a > 1,b> 1, T, f: N — R tais que T'(n) = aT'(n/b) + f(n), entdo

O(nlogs @), se f(n) = O(nl°% 2~=€), para algum € > 0,
T(n) = O(nl°8s 2 logn), se f(n) = O(nlo8s ),
O(f(n)), se f(n) = Q(n'°8v @+€) para algum ¢ > 0 e
af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.

1. Dois algoritmos A e B para um certo problema computacional tem seus tempos de execucao
de pior caso expressos em fungao de um parametro n da entrada pelas fungdes Ta(n) e Tx(n).
Indique se cada uma das afirmacoes abaixo é correta ou nao, justificando sua resposta.

(a) (10 pontos) Saber que Ta(n) = Q(n?) e Tr(n) = Q(2") é suficiente para afirmar que o
Algoritmo A é melhor que o Algoritmo B na analise de pior caso.

(b) (10 pontos) Se o Algoritmo A é melhor que o Algoritmo B na andlise de pior caso entao
podemos dizer que T4(n) = o(Tg(n)).

(¢) (10 pontos) Se T'a(n) = O(Tp(n)) entdao Tr(n) = O(Ta(n)).

2. Sabendo que h(n) = 52—2, indique se cada uma das afirmacoes abaixo é verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a) (10 pontos) h(n) = o(3"™).
(b) (10 pontos) h(n) = O(2").
(¢c) (10 pontos) h(n)

O(3"¢), para algum € > 0.

3. (10 pontos) Sejam f e g funcoes N — R tais que g(n) = o(f(n)). Considere a funcio f+g(n) =
f(n) +g(n). E verdade que f+g(n) = O(f(n))? Justifique.

4. (15 pontos) Qual o tempo de execugao, em funcao do nimero de elementos do vetor de entrada,
na analise de pior caso do algoritmo abaixo. Justifique sua resposta.

X(l,r,v)

// v & vetor com indices de [ até r.
Parai =1 atér—1
Paraj=1+1 atér
Escreva(v[i] + v[j])

5. (15 pontos) Considere o seguinte algoritmo que resolve o problema de potenciagao (calcular y?,
paray # 0 e z > 0):

Potencia(y, z)

// calcula y*, para y#0 e 2z >0.
Sez=0
Devolva 1
Se z € impar
Devolva Potencia(y * y,2/2) xy // divis&o inteira.
Sendo
Devolva Potencia(y * y,z/2)

Expresse o tempo de execucao deste algoritmo em termos assintéticos, em funcao de z.



1 Gabarito

(a) Nao porque pode ser que Ty(n) =3" e Tg(n) = 2"

(b) Nao porque se T(n) = 2T4(n) temos que o Algoritmo A é melhor que o Algoritmo B mas
nao temos que Ty(n) = o(Tp

(n)).
B(n)), entao existem c1,cy > 0 e ng € N tais que

a|Tg(n)| < |Ta(n)| < e2|Ts(n)|, paran > ng
Disso podemos deduzir que

(¢) Sim. Como T's(n) = O(T

1
—[Ta(n)| < [Tp(n)| < —ITa(n)], para n = ng
2 1

O que implica que Tg(n) = O(Ta(n)).
Também podemos fazer usando o fato de que f(n) € O(g(n)) < g(n) € Q(f(n)) e que
O(f(n)) ¢ igual a O(f(n)) NQ(f(n)).

(a) Sim porque

(b) Nao porque

TL4
on on nt
¢ 3
5(3)n
| (2) = 00.

(¢) Sim porque

Jn—e - Jn—e - n4 o 0(1)

(J& que 33 - = 3"7"*€ = 3¢ é uma constante.)
Como g(n) = o(f(n)), entao lim, . % = 0.
i 790 S () e a()
Como lim,, o &2

Ok 0, temos que

Portanto, f+g(n) = ©(f(n)).



O numero de elementos do vetor v é n = r — [ + 1. A dltima linha custa ©(1). O 2o lago,
parametrizado por i, executa r — (i + 1) + 1 vezes, ou seja, as duas dltimas linhas juntas custam
(r—14)0(1). O lo lago faz o ¢ variar de [ até r — 1, fazendo r —[ voltas. O custo total do algoritmo
é
r—1 r
T(l, 7”) _ Z Z @(1) (segundo somatdrio_tem (r — i) parcelas)

i=l +1

r—1+41 2r—(r—1+1)

((r=Dlr = —5—))0) = ((r - 1) 5 o(1) =

(-

Trocando variaveis, fazendo n = r — [ 4+ 1, temos que

o(1).

T(n) = ((n — 1)%@(1) = Yoy — om).

Como somente uma das duas chamadas recursivas é de fato chamada, temos que a = 1.
Como em cada chamada recursiva o valor de z é dividido por 2, temos que b = 2.

Como todo o resto de cada chamada tem custo ©(1) (testar se z é 0 (zero), ou par, ou impar,
multiplicagoes e divisdes inteiras), temos que f(n) = ©(1).

Logo, se T'(z) expressa o tempo de execucao deste algoritmo, temos que T'(z) = aT'(z/b)+ f(n) =
T(z/2)+0O6(1).

Como 2% ¢ = 20 = 1, pelo Teorema Mestre, caimos no segundo caso e, portanto, T'(z) = log, z =
O(log z).
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