Analise de Algoritmos

Exercicios

09 de marco de 2017

1. Prove que:

(a) n
(b)
()
(d
(e
(f) an* € O(n), para £ > k.
(g) ank +B€(’)( %), para £ > k.
(h) g(n) + f(n) € O(g(n)), para f(n) € O(g(n)).
(i) (tran81t1V1dade) se f(n) € O(g(n)) e g(n) € O(h(n)) entao f(n) €
O(h(n)).
(j) (inclusao) se f(n) € O(g(n)) entdao O(f(n)) C O(g(n)).
(k) (polinémios) Zf:o a;n® € O(nk).
(1) logyn € O(log, n), para a,b > 1
(lembre que logy n = (logy a)(log, n)).
(m) logyn € O(n), para b > 1.
(n) O(1) € O(logn) C O(n) C O(n?) - C O(n*), para k > 2.
(0) (soma) se fi(n) € O(f(n)) e g1(n) € O(g(n)) entdo fi(n) +
g91(n) € O(f(n) + g(n)).

)
(p) (muliplicagao) se f1(n) € O(f(n)) egi(n) € O(g(n)) entao f1(n)gi(n) €
O(f(n)g(n)).

O(n).

S
f(n) € O(f(n)).
n € O(n?).
) nk e O(nktl).
)y nFeo

(nt), para £ > k.

| ﬂ



2. Prove que:

(transitividade) se f(n) € Q(g(n)) e g(n) € Q(h(n)) entdo f(n) €
Q(h(n)).

k> 2.

(n) (muliplicagao) se f1(n) € Q(f(n)) eg1(n) € Q(g(n)) entao f1(n)gi(n) €
Q(f(n)g(n)).

3. Prove que:

(a) f(n) € O(f(n)).
(b) (simetria) se f(n) € ©(g(n)) entao g(n) € O(f(n)).

(¢) Yy € 0(n?).

4. Prove que para toda f,g: N — R,

5. Prove que para toda f,g: N — R, se f(n) = O(g(n)), entao

O((f + 9)(n)) = O(g(n)).

6. Sejam f,g: N— R



(a) Prove que

Q(f(n))2g(n)) = 2(fg)(n)).
(b) Sejam f,g: N — R e seja m: N — R dada por
m(n) = max{f(n),g(n)}.

Prove que

m(n) = O(f(n) +g(n)).
(¢) Sejam a,b € R. Prove que
(n+a)® = 6(nd).
(d) Prove que [z] é o tnico inteiro que satisfaz
r<fz]<z+1.

(e) Prove que
z—|z] =[z—a],
para todo xz € R e todo z € Z.

(f) Sejam a,b € Z com a < b, e sejam

n = b—a+1,
— a+b
= 5|
Prove que
{n—i—lJ
m—a+1 = ,
2
-1
b—(m+1)+1 = [”2 W

(g) Sejam f: N — R, np € Nee <1 tais que

f(n) = O(1), para todo n < ngy
f(n) = O()+max{f(len]), f([(e)n])}, para todo n > nyg.

Prove que

f(n) = Olog n).



(h) Sejam f: N—= R, ng € Ne 0 < e <1 tais que

f(n) = Q(1), para todo n < ng
f(n) = Q1)+ max{f(len]), f([en])}, para todo n > nyg.
Prove que

f(n) = Q(logn).

7. Prove que:

w

(n+logn)+5 € O(n);

n) + f(n) € O(g(n)), para f(n) € O(g(n));

se f(n) € O(g(n)) e g(n) € O(h(n)) entao f(n) € O(h(n));

Yigain' € O(nk).

6(n + log(n?)) € O(n);

£) se f(n) € O(n) e h(n) € O(n?) e (Fh)(n) = f(n)h(n),
entao (fh)(n) € O(n3);

(g) n?+3n—5¢€0(n?).

8. Prove a seguinte afirmacdo ou apresente um contra-exemplo: para
quaisquer fungdes f,g : N — R, f(n) € O(g(n)) se, e somente se,

g9(n) € Q(f(n)).

9. Considere o algoritmo X, abaixo, que recebe um vetor v[a..b]. Faga a
andlise de complexidade deste algoritmo e use a notagao © para des-
crever sua complexidade. Nao esqueca de deixar claro qual o tamanho
da entrada.

Algoritmo 1: X (a,b,v)

Entrada: vetor v[a..b]

Saida: um nimero

R0

14 a

enquanto ¢ < b faca
se v[i] > R entdo

R+ v[i] — R
senao
R <+ R — vli]
11+ 1
Devolva R




10. Considere o algoritmo Z, abaixo, que recebe um inteiro x. Faca a
andlise de complexidade deste algoritmo e use a notacao O, ) ou O,
conforme achar necessario. Deixe claro qual o tamanho da entrada e
se ¢ preciso dividir em pior caso e melhor caso.

Algoritmo 2: Z(x)

Entrada: z € N
Saida: um ntimero
se £ < 1 entao
Devolva x
Devolva 2 x Z(x — 2)

11. Qual o valor retornado pelo algoritmo abaixo em funcao de n?

Algoritmo 3: Loops(n)

Entrada: n € N
Saida : um ntmero
r+<0
Parai <+ 1 até n

Para j < 1 até 1

Para k < j até n —1i
r—r+1

Devolva r

12. Considere trés fungoes f,g,h : N — R tais que f(n) € O(g(n)) e
h(n) € Q(g(n)). E verdade que f(n) ¢ ©(h(n))? Justifique.

13. Considere o algoritmo abaixo. Faca a andlise de complexidade deste
algoritmo e use a notacao O, Q) ou O, conforme achar necessario. Deixe
claro qual o tamanho da entrada e se é preciso dividir em pior caso e



14.

15.

melhor caso.

Algoritmo 4: A(a,b,v)

Entrada: vetor v|a..b]
Saida: um ntmero
R+ 0
14 a
j<b
enquanto ¢ < j faca
k<1
enquanto k£ < j faca
R+ R+ v[k]
k+—k+1
14—1+1
JJ—1
Devolva R

Considere o algoritmo abaixo. Faca a andlise de complexidade deste
algoritmo e use a notacao O, ) ou O, conforme achar necessario. Deixe
claro qual o tamanho da entrada e se é preciso dividir em pior caso e
melhor caso.

Algoritmo 5: B(x)

Entrada: x € N
Saida: um ntimero
se < 1 entao
Devolva x
Devolva 4« B(x — 1) + 2

Seja um algoritmo A (com instancia I) que usa divisdo e conquista.
Suponha que |I| = n, que os casos base (n < ng) sao resolvidos em
tempo O(1), que a instancia I é dividida em duas partes, I; e I,
tais que |I1| + |I2] = |I|, e que a complexidade de tempo de dividir a
instancia e juntar as respostas é O(n). Responda:

a) Qual a complexidade de tempo de A se |I1| = |I2|?
b) Qual a complexidade de tempo de A se |I1| = 2|I5|?

c) Qual a complexidade de tempo de A se |[;| = c|l2|, para uma
constante c?



16. Seja a funcdo F : N2 — N definida pela seguinte recorréncia:

Fi, ) 1, set=0o0uj=0,
i,j) =
J FG,j—1)+F(i—1,j—1)+ F(i—1,j)+i+j, caso contrério,

Responda:

a) Qual a complexidade de tempo de calcular F(i,j) usando Pro-
gramagcao Dindmica?

b) Qual a complexidade de tempo de calcular F'(i, j) usando recursao
direta?

17. O que significa a verificagao de corretude de um algoritmo? Qual a
importancia de se fazer esta verificacdo? Exemplifique apresentando
uma verificacdo de corretude de um algoritmo (simples) a sua escolha.

18. Explique, em linhas gerais, como se deve fazer o calculo da complexi-
dade de caso médio de um algoritmo.

19. Sejam A e B dois problemas de decisao em NP. Temos uma reducao po-
linomial de A para B (transformagao das instancias de A em instancias
de B e transformacao das respostas de B em respostas de A, em tempo
polinomial). Para qual dos dois problemas ¢é verdade que se estd em
NP-completo o outro também estara? Por que?



