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Aula 1

Apresentacao do Curso

Incluir:
e Fortemente polinomial
e Quase polinomial
o Quase linear
e Hierarquia polinomial

e Amortizada

Objetivos: Apresentar um conjunto de técnicas de projeto e andlise de al-
goritmos. A comparacao de alternativas é sempre feita utilizando-se técnicas
de andlise de algoritmos. Ao final do curso o aluno deverd ser capaz de lidar
com classes especificas de problemas e suas solucoes eficientes, dominando as
principais técnicas utilizadas para projetar e analisar algoritmos e sabendo
decidir o que pode e o que nao pode ser resolvido eficientemente pelo com-
putador

1. avaliagao: 2 provas de pesos iguais
2. programa
(a) Introducao a anélise de complexidade de algoritmos. Medidas de

complexidade de algoritmos.

(b) Anélise assintética de limites de complexidade. Crescimento de
fungoes e comportamento assintotico.

(c) Corretude de algoritmos.



Classes de problemas computacionais.

)
e) Notagoes e classes de complexidade padrao.
) Técnicas de anélise de algoritmos.

)

Técnicas de projeto de algoritmos.

(
(h) Tratabilidade e tépicos atuais sobre tratamento de problemas dificeis.

3. bibliografia



Aula 2

Problemas computacionais e
algoritmos

Problema computacional;

Instancia, saida, tamanho da instancia;
Algoritmo;

Modelo RAM;

Contagem de passos;

Comparagao de algoritmos.



Aula 3

Notacao assintética - O

Definicao 1. Dada uma funcao g : R — R, defina o conjunto de funcoes
O(gn)) ={f R—=R|3ec>0eR,ny €N, |f(n)] <clgn)|, para todo n > ngy}.

O fato de uma func¢ao f : R — R estar em O(g(n)) € denotado por f(n) €
O(g(n)); f(n) = O(g(n)); f(n) = O(g(n)) ou f(n) ¢ Og(n)).

Se f(n) € O(g(n)) dizemos que g(n) é um limitante assintético superior
para f(n). Ou seja, quando n cresce, g(n) cresce mais ou igual que f(n).

Considere f,g,h : R — R fungoes, n,k, ¢ € Ne a, € R.

Exemplos

1. n€ O(n), comc=1emny=0;

2. f(n) € O(f(n)),comc=1eny=0;

3. neOm?),come=1eng=1;

4. n* € O(n*1), come=1eng=1;

5. nF € On'), paral >k, comc=1eng=1;

6. an® € O(n*), para £ >k, com ¢ = a e ng = 0;

7. an® + B € O(n'), para £ > k, comc=a+ B eng=1;

8. g(n) + f(n) € O(g(n)), para f(n) € O(g(n));

9. se f(n) € O(h(n)) e g(n) € O(h(n)), entao f(n)+ g(n) € O(h(n));



10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

(transitividade) se f(n) € O(g(n)) e g(n) € O(h(n)), entao f(n) €
O(h(n)); ou seja, se f(n) € O(g(n)) entdo O(f(n)) € O(g(n));

(polinémios) S5, aun’ € O(n*).

log, n € O(log, n), para a,b > 1
(lembre que log, n = (log, a)(log, n));

log,n € O(n), para b > 1;
O(1) € O(logn) C O(n) C O(n?) C --- C O(n*), para k > 2;

(soma) se fi(n) € O(f(n)) e gi(n) € O(g(n)) entao fi(n) + gi(n) €
O(f(n) + g(n));

(muliplicagao) se fi(n) € O(f(n)) e gi(n) € O(g(n)) entdao fi(n)g(n) €
O(f(n)g(n));



Aula 4

Notacao assintotica - () e O

Definicao 2 (Defini¢ao de Knuth (1976)). Dada uma funcio g : R — R,
defina o conjunto de funcoes

Qg(n))={f:R—=R|Jec>0€R,ng €N, |f(n)] > clg(n)|, para todo n > ny}.

O fato de uma fungdo f : R — R estar em Q(g(n)) € denotado por f(n) €
Qg(n)); f(n) =Q(g(n)); f(n) = Qg(n)) ou f(n) €éQg(n)).

Se f(n) € Q(g(n)) dizemos que g(n) é um limitante assintético inferior
para f(n). Ou seja, quando n cresce, g(n) cresce menos ou igual que f(n).

Exemplos

1. n € Q(n);

2. f(n) € Q(f(n));

3. n? € Q(n);

4. nM1 e Q(nk);

5. nk € Q(n), para £ < k;

6. an® € Q(n*), para { < k;

7. an® + B € Q(n*), para £ < k;

8. (transitividade) se f(n) € Q(g(n)) e g(n) € Q(h(n)) entdo f(n) €
Q(h(n));

9. (inclusao) se f(n) € Q(g(n)) entao Q(f(n)) C Q(g(n));
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10. (polinémios) 3¢, ayn’ € Q(nk);

11. logyn € Q(log, n), para a,b > 1;

12. n € Q(log, n), para b > 1;

13. Q(nF) C--- C Q(n?) C Qn) C Qog,n) C Q(1), parab>1ek > 2;

14. (muliplicagao) se f1(n) € Q(f(n)) e g1(n) € Q(g(n)) entdao fi(n)g1(n) €
Q(f(n)g(n)).

Definicao 3. Dada uma func¢ao g : R — R, defina o conjunto de funcoes
©(g(n)) = O(g(n)) N Q(g(n)).

O fato de uma fungio f : R — R estar em ©(g(n)) € denotado por f(n) €
O(g(n)); f(n) =O(g(n)); f(n) = O(g(n)) ou f(n) € O(g(n)).

Se f(n) € ©(g(n)) dizemos que g(n) é um limitante assintdtico justo para
f(n). Ou seja, quando n cresce, g(n) cresce da mesma forma que f(n).

L. f(n) € ©(f(n));
2. (simetria) se f(n) € ©(g(n)) entao g(n) € O(f(n));
3. 3 i€ 0



Aula 5

Notagao assintética (cont)

Considere duas funcgoes f,g: R — R.

Definicao 4. As funcgoes f e g sao assintoticamente equivalentes se f €

O(g). Além disso:

1. f € assintoticamente constante se f € assintoticamente equivalente a
uma fungdo constante, ou seja, f € O(1);

2. f € assintoticamente linear se f € assintoticamente equivalente a uma
funcao linear, ou seja, f € ©(n);

3. f € assintoticamente polinomial se f € assintoticamente equivalente a
um polindmio, ou seja, f € O(n*), para algum k € N;

4. [ € assintoticamente logaritmica se f € assintoticamente equivalente a
uma fungao logaritmica, ou seja, f € O(logn);,
5. f € assintoticamente exponencial se f € assintoticamente equivalente a

uma fun¢ao exponencial, ou seja, f € O(b"), para algum b > 1;

Definigao 5. A funcdo f € assintoticamente menor que g se a razdo f/g for
assintoticamente nula, isto €, se

Notagao 1. O conjunto das fungoes assintoticamente menores que g € de-
notado por o(g), isto €,

olg(m) = (R~ R | tim 4% — o),
Se f(n) € o(g(n)) dizemos também que f(n) < g(n).
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Definicao 6. As funcoes f e g sao aproximadamente iguais se

im L0 _
g

Denotamos o fato de que f e g sao aprorimadamente iguais por

—_

. n?+n € O(n?);

\V]

. 10— 1 e O(1);
- i i€ 0(n?);
. Se f(n) € ©(n), entdao Y i, f(i) € O(n?).

S~ W

Definicao 7. A funcdo g é assintoticamente maior que f se f for assintoti-
camente menor que g.

Defini¢ao 8. Uma fungao € sub—[linear/polinomial/exponencial /logaritmica]
se € assintoticamente menor que uma fungdo assintoticamente linear/polino-
mial/exponencial /logaritmica.

Definicao 9. Uma fung¢do € super—|linear/polinomial /exponencial /logarit-
mical se é assintoticamente maior que uma fun¢do assintoticamente linear-
/polinomial/exponencial /logaritmica.

Teorema 1. Toda funcao assintoticamente exponencial € superpolinomial.

Demonstracao. Exercicio. O

Teorema 2. n! é superexponencial.

Demonstrag¢ao. Exercicio. O

Teorema 3. nlgn ¢é subquadrdtica.

Demonstracao. Exercicio. O

10



Aula 6

Classes de Problemas
Computacionais

Classes P e NP, reducoes, classes N'P-Completo e N'P-Dificil.

Hierarquia de classes.

EXPSPACE

2
EXPTIME

Figura 6.1: Hierarquia de Classes (https://en.wikipedia.org/wiki/
Computational_complexity_theory)

11


https://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_theory

Aula 7

Analise de algoritmos

Um problema computacional é caracterizado pela descricao do

1. conjunto de possiveis entradas,
2. conjunto de possiveis saidas para cada possivel entrada.

Notacao 2. Se C é um conjunto, 2¢ denota o conjunto dos subconjuntos
ou conjunto das partes de C', isto é,

20 ={S|SCC}.

Definigao 10. Um problema computacional é uma tripla P = (Z(P),S(P), fp)
onde

Z(P) ¢é um conjunto, chamado de conjunto das instancias do problema P.

S(P) é um conjunto, chamado de conjunto das respostas (ou solugoes) do
problema P

fp € uma funcdo Z(P) — 25) que associa a cada instincia I € Z(P) o
conjunto de solugoes fp(I) C S(P) da instancia I do problema P.

Um algoritmo executa um certo conjunto de passos. A complexidade
de tempo de um algoritmo é a quantidade de passos que ele executa. A
complexidade de tempo é uma funcao da entrada.

Para simplificar agrupamos entradas com o mesmo tamanho. Mas a com-
plexidade deixa de ser uma funcao, pois para entradas de mesmo tamanho
o algoritmo pode usar quantidades diferentes de passos. Para resolver isso
usamos o pior caso, o melhor caso e o caso médio.
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Seja A um algoritmo que roda com entradas de um conjunto I. Considere
que uma entrada X € I tem tamanho |X|. Se a complexidade de tempo de
A é dada pela funcao T4 : I — R, entao:

(pior caso) T (n) =max{Ta(X)| X € I,|X| =n};
(melhor caso) T, (n) =min{Tx(X) | X € I,|X]| =n};

xerx|=n Ta(X)

(caso médio) T (n) = XelX=ay > Caso o numero de instancias de

tamanho n seja finito. Mais especificamente, T7'(n) é a esperanga do
custo para as instancias de tamanho n.

Um algoritmo A é dito ser O(g(n)) se T (n) € O(g(n)); ser Q(g(n)) se
Ty (n) € (g(n)); e ser B(g(n)) se ¢ O(g(n)) e Ag(n)).

Perceba que, se um algoritmo A é ©(g(n)) entdo T (n) €
Ty (n) € ©(g(n)) e T7(n) € O(g(n)). Além disso, Ty (n) € O(TS(n)) e
Ty (n) € O(T, (n)).

Note que isso se trata de comportamento assintético do niimero de passos
de um algoritmos para o seu universo de instancias. Se uma certa instancia X
estd fixada, o nimero de passos (como estamos tratando de um modelo com-

putacional deterministico) é constante, T'4(X), e portanto nao é significativo
dizer que T4(X) € O(g(n)) (ou 2 ou O).

7.1 Analisando um Algoritmo

Notagao 3. Dados a,b € Z, [a..b] denota o conjunto dos inteiros entre a e
b (inclusives), isto €,

la.b) ={2€Z|a<z<b}.

Busca em Vetor Ordenado (BVO)

Entrada: Dois inteiros a e b, um vetor v satisfazendo v[i] < v[i + 1] para
todo a <1 < b, e um valor .

Saida: um inteiro ¢ € [a..b] satisfazendo v[i] =  ou ndo caso nao exista tal
inteiro.

Uma instancia do BVO é uma quadrupla (a, b, v, z) onde

13



a é um inteiro,
b é um inteiro,
v é um vetor de valores cujos indices incluem [a..b] e

x é um valor.

O conjunto Z(BVO) das instancias de BVO é o conjunto de todas as
quadruplas (a, b, v, r) como acima.

Dada uma instancia I = (a, b, v, z) do BVO, s é uma solugao da instancia
I se

e s € [a.b] ev]s| =z ou,
e s = ndo e v[i] # z para todo i € [a..b].

Portanto, o conjunto S(BVO) das solugées do BVO é o conjunto Z U
{ ndo }. Para cada instancia I = (a,b,v,z) € Z(BVO) temos um conjunto
das solugoes da instancia I, dado por

{ ndo }, se v[i] # x para todo i € [a..b]

{i € [a..b] | v[i] =z}, caso contrério.

fgvo(a, b, v, l‘) = {

Portanto, BVO = (Z(BVO), S(BVO), fevo), onde Z(BVO), S(BVO) e fgvo
sao os definidos acima.

Exemplo 1.
v[0..9] = (9,7,2,4,4,8,10,5,3,1).

[ =(2,6,v,4) € Z(BVO)

€ uma instancia do BVO.

fB\/o(Q, 6, v, 4) = {3, 4} - S(BVO)
¢ o congunto de solugdes da instancia I = (2,6,v,4) do BVO.

I' = (4,6,0,2) € I(BVO)

€ outra instancia do BVO.

fevo(4,6,v,2) ={ ndo } C S(BVO)

¢ o conjunto de solugdes da instancia I' = (4,6,v,2) do BVO.

14



7.1.1 Algoritmos

Algoritmo 1: A(a,b,v, )
14 a
Enquanto 7 <
Sevli] ==
Devolva ¢
1—1+1
Devolva nao

O Algoritmo A é um algoritmo para o BVO porque para toda instancia
(a,b,v,z) do BVO, A(a,b,v,x) é uma solugao dessa instancia.

Definigcao 11. Seja P um problema computacional. Um algoritmo A para
o problema P é uma fun¢ao computdivel A: Z(P) — S(P) satisfazendo

A(I) € fp(I),
para toda instancia I € Z(P).

Algoritmo 2: B(a,b,v,x)
14 a
Enquanto i < b evfi] <z
Sevfi] =z
Devolva ¢
11+ 1
Devolva n3o

O Algoritmo B ¢é outro algoritmo para o BVO pelas mesmas razoes.
Qual dos dois é melhor?
“Melhor”? Em que sentido?

Qual precisa de menos recursos computacionais:
e tempo de execucao

e memoria

e banda de rede

e ctc.

O “melhor” algoritmo num sentido pode ser o pior em outro.

Com relagao ao nosso exemplo do BVO, vamos nos concentrar na medida
de tempo de execugao.

15



7.2 Medida de Desempenho de Algoritmos

Vamos denotar por

t.: tempo de processamento para executar uma atribuicao

t.;: tempo de processamento para executar uma comparacgao entre indices de
v

tew: tempo de processamento para executar uma comparacao entre elementos
de v

tr: tempo de processamento para o término da execucao (inclusive trans-
missao do resultado)

ts: tempo de processamento para efetuar uma soma
e dai, vamos denotar por
Ts(a,b,v,x): tempo de processamento na execugao de A(a, b, v, z)
Tg(a,b,v,z): tempo de processamento na execucao de B(a, b, v, z)
Do exame direto do algoritmo A temos
Ta(a,b,v,2) =ty + (eala,b,v,2) — 1) (te + tey + ts + o) + t,

onde e4(a, b, v, ) indica o numero de vezes que o lago do “enquanto” é re-
petido na execucao de A(a,b,v,x).

Para simplificar, vamos fazer

cT = ta—l-tr
Co = to+ley+1,+1s

de forma que
Ta(a,b,v,2) =c1 + (ea(a,b,v,x) — 1)cg = (¢ — o) + caea(a, b, v, x).
Fazendo
cz=cr—Co=tytt, —ty—tey —ta—ts=t, — (ts + e +te),

fica
Ta(a,b,v,x) = c3 + caea(a, b, v, x).

16



Fazendo a mesma conta para o Algoritmo B, temos

Tg(a,b,v,z) =t, + (eg(a,b,v,x) — 1)(te + tey + ey +ts +ta) + 1
=C + (02 + tcv)eB(aa b7 v, J") - (02 + tcv)
=c3+tew+ (c2+tw)ep(a,bv, ).

Fazendo

/
Co = Co+ie

/
c3 = C3+tcv>

fica
Tg(a,b,v,x) = '3+ qep(a, b, v, x).

Em resumo, temos

Ta(a,b,v,2) = c3+ ceq(a,b,v,x),

Tg(a,b,v,x) = 3+ dqep(a,b,v,x).

No estudo analitico acima, ¢z, 3, 5 € ¢§ sao valores (medidas de tempo)
que s6 dependem da implementagao (arquitetura do computador, sistema
operacional, qualidade do compilador etc). Nao dizem nada a respeito dos
Algoritmos A e B.

Por outro lado, observando as expressoes acima, podemos ver que os ele-
mentos significativos na expressao do tempo de execucao dos algoritmos A e
B s@o os valores de ea(a,b,v,z) e es(a,b,v,x), que sao grandezas adimensi-

onais e que s6 dizem respeito aos algoritmos A e B e aos valores de a, b, v e
x.
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Aula 8

Pior caso, Melhor caso e Caso

médio do BVO

Assuma que |(a, b, v, z)| = n fixo.

8.1 Pior caso

Para que instancias T4 (a, b, v,z) tem o pior custo? E Tg(a,b,v,z)?

8.2 Melhor caso

Para que instancias T4 (a, b, v, z) tem o melhor custo? E Tg(a,b,v,z)?

8.3 Caso médio

Quais os possiveis valores de T4 (a,b,v,x)? E de Tg(a,b,v,x)?
Ta(a,b,v,z) € [1l.n+ 1]
Tg(a,b,v,z) € [1.n+ 1]

18



Aula 9

Maximo de vetor MV

Miéximo de Vetor (MV)

Entrada: Dois inteiros a e b, e um vetor v indexado por [a..b].

Saida: Um inteiro m € [a..b] satisfazendo v[m] > v[i] para todo i € [a..b].
Uma instancia do MV é uma tripla (a,b,v) onde

a é um inteiro,

b é um inteiro e

v é um vetor de valores cujos indices incluem [a..b].

O conjunto Z(MV) é o conjunto de todas as triplas (a, b, v) como acima.
O conjunto S(MV) é o conjunto Z. Para cada instancia I = (a,b,v) € Z(MV)
temos um conjunto das solugoes da instancia I, dado por

fuv(a,b,v) ={m € [a..b] | v[m] > v[i], para todo i € [a..b]}.

Algoritmo 3: MV (a,b,v)
m<—a
Parai < a+1 até b
Se v[i] > v[m]
m <1
Devolva m

O tamanho da entrada é n = b — a + 1, que é o niimero de elementos do
vetor v.

19



Usando as mesmas constantes do problema BVO, temos:
TMV(aa b7 U) - (ta + ta + ts + t'r) + GM\/(CL, b7 U)(ta + tcv + ts + ta)

onde ey (a,b,v) indica o nimero de vezes que o lago do “for” é repetido na
execugao de MV (a,b,v).

Mas eprv(a, b,v) é sempre igual a b — a = n — 1, e portanto temos que
Tyv(a,b,v) = (ta+to +ts+ 1)+ (ta +tew +ts +ta)(n—1)
Para simplificar, vamos fazer

¢ = to+t, +ts+ 1,
ta+tcv+t8+ta

Co
de forma que
Tav(a,b,v) =c1 +ca(n—1) = (c1 — ¢2) + con = can + c3

se fizermos c3 = ¢; — ¢s.

Analisando pior caso, melhor caso e caso médio temos todos sao iguais,
ou seja:
Tarv (n) = Ty (n) = Ty (n) = Ty (n) = cam + cs.

E, portanto, Ty (n) € O(n).

Algoritmo 4: Mult(xz,y)

z+ 0
Enquanto y > 0
Se y € impar
FAR A
T 2%
v+ 4]
Devolva z

20



Aula 10

Algoritmos com lacos e
somatorios

A fazer...

21



Aula 11

Algoritmos recursivos

Algoritmos recursivos nao sao algoritmos que usam recursao, sao algo-
ritmos que sao desenvolvidos baseados em resolver uma instancia usando a
resposta de instancias “menores” até um limite minimo, a “base”.

Exemplos:

e MergeSort

e Fibonacci

Algoritmo 5: ¢(x)

Serx=1ouxz=2
Faz algo ©(1)
Sendo
q(r — 1)
Parai < 1 até x
Faz outro algo ©(1)

T (x) = {@(1), se v € {1,2}

Ty(x —1)+20O(1), caso contrario.
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onde

Ou seja,

u=min{k |z —k <2} =2-2.

u—1
T,(x) = Ty (zx—wu +Z@x—z
=0

r—3
= +Z@x—z

= —l—Z@x—z
1=0

= O(1) + 6(2?)
~ 6,

s

Como o tamanho da entrada é n = |log x| + 1, temos que

Logo,

n = |logz|+1
n—1 = |logz]
n—1< logx <n
gn—1 < glogz - gn
< <2

T,(n) € Q(2*"~V) = Q(22"/4)

Ty(n) € O(2*")
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Ou seja,
T,(n) € ©(2°).

Algoritmo 6: h(z)

Sez <1
Faz algo O(1)
Sendo
Sex =2
Faz outro algo ©(1)
Sendo
Para i < 1 até x
h(x —1)
Faz algo diferente O(1)

Algoritmo 7: m(x,y)

Sey=0
Devolva 0
Sendo
Se y € impar
Devolva m(2z, |]) + «
Senao
Devolva m(2z, |4])

1

o
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Aula 12

Mais exemplos de recursivos

Algoritmo 8: M(a,b,v)

Sea=1»
Devolva v[a]
Sendo

m |3
r1 < M(a,m,v)
ro < M(m+1,b,0v)
r < max {ry,r}

Devolva r

Nao depende de v, s6 de a e b. Ou seja, sé depende do tamanho da

entradan=b—a + 1.

Sejam n; e ny os tamanhos de cada um dos subvetores, [a..m] e [m+1..0].

Entao,

ni

ni

a+b

J—a—l—l

a+b
2—a+1J
a+b—2a+2
=7
b—a—i—2J

2

2

_n—i—lJ
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ny = b—({ . J+1)+1

a+b
_ b+[— ! ]
[ a+D
= [o-2 W
_ |2b—a—b
B 2
_ |b—a
B 2
_n—l—‘
n =
2 2
O(1), sen <1
T pu—
m(n) {TM(L"THJ) + Tw([252]) + ©(1), caso contrério.

Como Tys(n) é nao decrescentee |(n+1)/2| > [(n—1)/2], entao Ty (| (n + 1)/2]) >
Ty ([(n —1)/2]). Portanto,

To(n) < O(1), sen <1
MU 2T (|21 ]) + ©(1), caso contrério.

Ou

cq, sen <1

2f(|2]) + ¢, caso contrério.

Ty(n) < f(n) = {

26



r) = 2 )+

n+1

_ 2(2f({724r 1J)+02) + e

+14+2
= 22f(\‘nTJ)+202+02

n+12+2+1
= 22(2f< \‘QTJ) + CQ) + 202 + Co
n+14+2+4
= 23f( TJ)+2202+202+02
n+1+2+4
= 23f( TJ)+2202+202+02
_n+Z”_12i iy
T ==L (R P
L i=0
wes |20 =1 u

para u = min{k eN| L%:_IJ < 1}, ou seja,

k _
{n—i—? 1J <

2k -
2k —1
HT < 2
(n+2F-1) < 2k
(n+28—-1) < 2k
n—1 < 21 _ 2k
n—1 < 2F
log(n—1) < k.

Portanto u = [log(n — 1)] + 1, para n > 1.
Logo, f(n) = ¢, 2les(r=DI+1 4 ¢ (ollee(m=DI+1 1) paran > 2e f(1) = c;.
Como log(n — 1) — 1 < [log(n — 1)| <log(n — 1), temos que
210g(n—1)—1+1 < 2|_10g(n—1)j+1 < 210g(n—1)+1

n—1 <2lel=DI+l < 9(n 1),
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Portanto, para n > 2,

f(n) < c2(n—1)+c2n—-1)—1)
f(n) < 2¢n—2¢; + 2c9n — 3¢
f(n) < 2(c1+ c2)n—2¢; — 3ez

Fazendo ¢ = 2(c; + ¢2) temos f(n) < cn — ¢ — ¢o. Logo, Ty (n) € O(n).

Alternativamente podemos provar que Ty (n) € O(n).

Primeiramente vamos provar que Tys(n) € O(n). Lembrando que Tys(n) =
To (| ™2 ) +Tw ([252])+6(1). Portanto Thy(n) < T (|25 )+ T ([ %52 ]) +
c, para n > ng, para algum ng € N. Assim, vamos provar por inducao que
Ty (n) < cen —d, para n > ng, para ¢ > 0, d > 0 e ng > 2 constantes.

Base:
Como Ty (ng) é um constante (ja que ng é constante), seja co = T (o).
Logo existem constantes ¢ e d tais que Ty(ng) < cng — d.

Hipétese de indugao:
Para algum k > ng, Thy(n) < e¢n —d para todo ng < n < k. Em
particular, para k = ng a hipotese é verdadeira.

Passo de inducgao:
Suponha n =k + 1.

Ty(n) = Tu(|Z2]) +Tu([%52]) + O(1), (pela recorréncia)

Ty(n) < Ta([™2]) + Tu([%2]) + ¢, (trocando o O(1) por )

Ty(n) < CL”TH —d—i—c’_%} —d+ ¢, (pela HI)

Tums o[ + [5]) - 244,

Ty(n) < en—2d+ ¢, (j& que {n;—lJ + [n;l—‘ =n)
Ty (n) < ecn—d—d+cd <cn—d. (assumindo d > ¢)

Portanto, Ty (n) < cn—de Ty (n) € O(n).

Falta provar que Ty (n) € Q(n).
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Aula 13

Dividir e conquistar

Teorema 4 (Master Theorem). Seja T'(n) = aT% + f(n), ondea >1, b > 1
e f(n) € uma fungao assintoticamente positiva.

e Se f(n) € O(n°), onde ¢ < log, a, entdo T(n) € O(n'&2);
e Se f(n) € O(n'°#2log" n) com k >0, entio T(n) € O(n'%*log" ™ n);

o Se f(n) € Q(n°), onde ¢ > log,a e f(n) satisfaz a condi¢cdo de requa-
ridade, ou seja, af(n/b) < kf(n) para alguma constante k < 1 e n
suficientemente grande, entdo T'(n) € O(f(n)).
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Aula 14

Revisao

30



Aula 15

1¢ prova
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Aula 16

Correcao da 1“ prova

32



Aula 17

Entrega de provas

Entregar as provas corrigidas e fazer uma introducao ao tema da aula
seguinte.
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Aula 18

Técnicas de algoritmos

Explicagao sobre espaco de busca.

Busca exaustiva, backtracking, branch & bound, dividir e conquistar,
guloso, programacao dinamica, ...

Enumeracao, ...

34



Aula 19

Técnicas de algoritmos - a
arvore de busca

Backtracking, branch & bound, guloso.

Exemplos:

e encontrar subconjunto minimo (ou maximo) com propriedade P;

e clique maxima.
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Aula 20

Técnicas de algoritmos -
Backtracking e (Guloso

20.1 Problema da Mochila (Knapsack)

Seja o seguinte problema: Um ladrao tem uma mochila com capacidade
W (peso) e entra em um lugar para roubar. Neste lugar existem n itens
distintos, cada um com um peso, w;, e um valor, v;, com 1 <7 < n. O ladrao
quer encher a sua mochila de forma que a soma dos valores seja maxima. Ou
seja,

n n
Zvixi , sujeito a Zwixi < Wonde z; > 0. (20.1)
i=1 i=1
As variaveis x; representam a quantidade de cada item que o ladrao co-
locou na mochila.

O Problema da Mochila tem varias versoes. Vamos falar da versao 0/1,
que é a versao onde sé existe uma unidade de cada item. Assim, podemos
usar um conjunto de variaveis x; € {0,1}. A equagao a ser maximizada pode
ser escrita como:

Zvixi , sujeito a Zwixi < Wonde z; € {0,1}. (20.2)

i=1 =1

20.1.1 Como resolver?

e Busca exaustiva - Enumeracao
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e Backtracking
e Guloso? Aproximagao?

e Programacao Dinamica

20.1.2 A recorréncia que gera a arvore

Seja M(I,W) o valor da mochila 6tima para o conjunto de itens I e
capacidade W.

0, seW=0oul=10
MI,W)=¢M(I\{i}, W), se w; > W
max {M (I \ {i}, W), M(I\{i}, W —w;) +v;}, cc.
(20.3)
onde ¢ € [ é um item qualquer.

Se consireramos os itens com indices de 1 a n, e escolhemos o 7 do fim
para o comego, o conjunto I \ {i¢} pode ser descrito sempre pelo indice do
ultimo item.

0, se W =0oun=20
Mn,W)=< M(n—1,W), se w, > W
max{M(n—1,W),M(n—1,W —w,) +v,}, c.c.
(20.4)

Qual o tamanho da arvore? No pior caso é uma arvore binaria completa
de altura n, portanto tem tamanho 2™ — 1.

20.1.3 Algoritmo de Aproximagao Guloso

George Dantzig (1957): ordem nao-crescente de valor por unidade de peso

(v /w;).
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Aula 21

Técnicas de algoritmos -
Programacao Dinamica

(*) There is an ordering on the subproblems, and a relation that
shows how to solve a subproblem given the answers to “smaller”
subproblems, that is, subproblems that appear earlier in the or-
dering. ([p. 171] Dasgupta, Papadimitriou, and Vazirani. 2006.
Algorithms (1 ed.). McGraw-Hill, Inc., New York, NY, USA.)

Caso exemplo: Problema da Mochila.

Subproblemas:
e caso ilimitado - submochilas, com capacidades menores

e caso limitado 0/1 - submochilas e itens utilizados

21.1 Caso Ilimitado

M (w) = maior valor para uma mochila com capacidade w. (21.1)

Se M(w) é 6timo, e na mochila que deu o étimo tem um item ¢, entéo
M(w — w;) tem seu 6timo na mochila de M (w) tirando o item i, ou seja,
M(w — w;) = M(w) — v;. Variando para cada i, temos:

0 =0
Mw)=14" ve (21.2)
maxi:wigw{M(w - wz) + ’UZ'}, C.C.
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Note que os valores que w pode assumir sao todos os valores menores ou
iguas a W (dependendo dos pesos de cada item pode ser menos que isso).
Se guardamos os valores de M (w) em um vetor indexado por [0..W] e vamos

calculando de 1 até W, temo custo O(n) para cada posic¢do, e portanto, custo
total O(nW).

21.2 Caso Limitado 0/1

M (w, j) = maior valor para uma mochila de capacidade w e itens 1,.. ., j.
(21.3)

Queremos entao encontrar M (W, n).

M(w, §) 0, sew=0ouj=0
w,j) =
J max{M(w —wj,j — 1) +v;, M(w,j — 1)}, c.c.
(21.4)

Note que M(w — wj, j — 1) 4+ v; representa o caso onde o item j estd na
mochila de M(w,j) e que M(w,j — 1) representa o caso contrario.

E necesséario guardar os valores M(w,j) em uma matriz indexada por
[0.W] x [0..n]. O custo para preencher cada posi¢ao da matriz é O(1) e o
custo total é O(nW).
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Aula 22

Programacao dinamica

’escrever as descricoes dos problemas.

22.1 Problemas

Multiplicagao de matrizes.

Moedas com quaisquer valores.

22.2 Links

1. https://www.topcoder.com/community/data-science/data-science-tutorials/
dynamic-programming-from-novice-to-advanced/

2. https://www.cs.berkeley.edu/~vazirani/algorithms/chap6.pdf
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Aula 23

Programacao dinamica

’escrever as descricoes dos problemas.

23.1 Problemas

Distancia de edicao.

23.2 Links

1. https://www.topcoder.com/community/data-science/data-science-tutorials/
dynamic-programming-from-novice-to-advanced/

2. https://www.cs.berkeley.edu/~vazirani/algorithms/chap6.pdf
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Aula 24

Branch € Bound

’escrever as descricoes dos problemas.

Mesmo tipo de recorréncias que PD e backtracking.
Corte baseado em limitantes (bounds).

Seja um problema de otimizacao P e uma instancia I. Denote a solugao
6tima de P para a instancia I seja OPTp(I). E seja B uma funcao limitante
para P.

Se P é um problema de maximizagao entao B(I) > OPTp(I).
Se P é um problema de minimizagao entdao B(I) < OPTp(I).

A recorréncia gera uma arvore. Cada né, v, da arvore é um sub-problema,
ou seja, tem uma instancia I, associada. A solucao final pode usar a solugao
de um né com alguma correcao. Seja f a funcao de correcao. Um né v é
cortado se o limitante da solugao daquele né (e de seus filhos) ndo melhorar
a melhor solugao encotrada até agora.

24.1 Problemas

Clique maxima

24.2 Links

1. http://acervodigital.ufpr.br/bitstream/handle/1884/27588/RY,
20-%20D%20-%20ZUGE, %20ALEXANDRE’,20PRUSCH . PDF
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2. http://pubsonline.informs.org/doi/pdf/10.1287/ited.1070.0005
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Aula 25

Branch € Bound

‘escrever as descricoes dos problemas.

Mochila
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Aula 26

Corretude de Algoritmos

E preciso verificar se um certo algoritmo A de fato resolve o problema P
que se pretende resolver.

e Ajuda a descobrir erros
e Melhora a capacidade de desenvolver algoritmos

e Melhora a clareza dos algoritmos desenvolvidos
Como provar a corretude?

e Verificagao formal (Djikstra)
e Invariantes de laco

e Indugao (recursivos)

Referéncias:

e Edsger Wybe Dijkstra. 1997. A Discipline of Programming (1st ed.).
Prentice Hall PTR, Upper Saddle River, NJ, USA.

e http://www.cs.utexas.edu/~EWD/ewd02xx/EWD249 . PDF

e http://cs.engr.uky.edu/~lewis/essays/algorithms/correct/correctl.
html
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Aula 27

Corretude de Algoritmos

E se o algoritmo é de um formato conhecido?

backtracking: prove que a recorréncia resolve o problema.

dividir e conquistar: prove que a recorréncia resolve o problema e que os
mecanismos de dividir e juntar as partes funcionam.

guloso: prove que a recorréncia resolve o problema e que a funcao que decide
0 ramo a seguir estd correta.

programacao dinamica: prove que a recorréncia resolve o problema e que
a ordem em que os subproblemas sao resolvidos esta certa.

branch & bound: prove que a recorréncia resolve o problema e que os li-
mitantes estao corretos.
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