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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre uma solugao exata de uma
variacao do problema da arvore de Steiner. Arvores de Steiner sio drvores de tamanho minimo
que abranjem um conjunto de vértices ao mesmo tempo em que vértices auxiliares podem ser
incluidos na arvore para minimizar o seu tamanho.

Palavras-chave: arvores, steiner.
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1 Introducao

O objetivo do problema da Arvore de Steiner é encontrar uma &rvore que conecte
determinados vértices chamados terminais a fim de se obter uma arvore de tamanho minimo,
ou seja, que a soma dos valores de suas arestas seja a minima possivel, ao mesmo tempo em
que vértices extras conhecidos como pontos de Steiner podem ser adicionados para minimizar

o tamanho da arvore.

Existem diversas variagoes do problema das arvores de Steiner como arvores de Steiner

em grafos, arvores de Steiner rectilinios, arvores de Steiner Euclidianos no R" entre outros.

Tais problemas possuem aplicacoes praticas como a construcao de rodovias, redes fer-
roviarias, dutos de 6leo e gés, redes elétricas e circuitos elétricos sao alguns exemplos onde a

arvore de Steiner ajuda a minimizar o custo de material utilizado.

Porém em 1977 Garey, Gragam e Johnson [4] provaram que o problema da arvore de
Steiner minima se encontrava na classe dos problemas NP, portanto diferentes abordagens foram
consideradas para resolver o problema, como algoritmos heuristicos, programacao dinamica e

solugoes fisicas como pelicula de sabao.

Atualmente um dos melhores algoritmos, senao o melhor, que resolve esse problema é

o geosteiner desenvolvido em conjunto por Warme, Winter e Zachariasen [2].

No presente trabalho é apresentado um estudo para solucoes exatas do problema da
arvore de Steiner euclidiano no Plano (R?). Uma das variagoes mais estudadas onde todo o
plano deve ser considerado para os possiveis pontos de steiner, o que torna o problema mais

complicado.

Na figura 1 temos um exemplo de uma arvore de Steiner gerado pelo geosteiner3.1
utilizando coordenadas aproximadas das capitais dos estados do Brasil como vértices terminais
(pontos destacados na imagem) que sao o conjunto de vértices que devem ser considerados para
a solucao do problema e os pontos de steiner (vértices de grau trés) que sdo os vértices extras

utilizados para minimizar o tamanho da arvore.



Figura 1: Exemplo de arvore de Steiner

No capitulo 2 daremos uma breve definicao dos conceitos relacionados ao problema
para entao abordar o algoritmo no capitulo 3 onde explicaremos a solucao exata do problema

e concluir no capitulo 4.



2 Definicao

Neste capitulo trataremos de algumas defini¢oes que ajudarao na compreensao do al-

goritmo utilizado para resolver a arvore de Steiner.
Seja n o numero de vértices no plano euclidiano, vamos definir a solugao para n < 4.
Para o primeiro caso onde n = 1 a distancia para si mesmo ¢é zero.

Agora consideremos o caso onde n = 2. A menor distancia entre dois pontos no plano

euclidiano ¢ uma reta dada pela equagio d(x,y) = \/(z1 — y1)2 + (22 — y2)2.

Para o caso onde n = 3, Pierre Fermat propos o problema para encontrar um ponto

que minimiza a distancia entre trés pontos no plano.

Para esse caso temos o método de Torricelli e o método de Simpson para resolver o

problema.

2.1 Método de Torricelli

Torriceli descobriu uma solucao em 1640 para o problema de Fermat.

Consideremos trés pontos no plano euclidiano. A solucao de Torricelli propoe que seja
criado um triangulo com esses trés pontos. Entao é criado um triangulo equilatero para cada
lado do triangulo formado anteriormente. Em seguida, cada triangulo equilatero é circunscrito
com um circulo. O ponto onde os trés circulos se encontram é conhecido como o ponto de

Torriceli (Figura 2).
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Figura 2: Método de Torricelli

2.2 Método de Simpson

Simpson propos uma alternativa para encontrar o ponto de Torriceli onde, da mesma
maneira que Torriceli, sao criados os 3 triangulos equilateros. Entao, para cada triangulo
equilatero formado, uma reta é desenhada para ligar o vértice de triangulo equilatero que nao
faz parte do triangulo original, e o vértice do triangulo original que nao faz parte do triangulo
equilatero. A interseccao destas trés retas coincide com o ponto de Torricelli. Essas retas sao

conhecidas como linhas de Simpson (Figura 3).

Figura 3: Método de Simpson
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2.3 Heinen

Os métodos de Torriceli e de Simpson apenas funcionam se todos os angulos internos
do triangulo formado com os trés pontos forem menores que 120°. Se essa condi¢ao nao é
satisfeita, o método de Torricelli produz um ponto fora do triangulo inicial e no método de

Simpson as linhas nao se encontram.

Heinen descobriu que para o caso de algum vértice do triangulo original possuir um
angulo maior que 120°, o vértice com o angulo obtuso serda o vértice que ird minimizar a

distancia entre os outros vértices (Figura 4).

'

5 i v
120°(0)120° ¢

_.-'1_-@-'"'. ’ ) -"'--ﬂ: B ,-'1_¢---""-.... "'--._... B
Figura 4: Solucao com ponto de Steiner e solucao sem ponto de Steiner

E para os casos em que todos os angulos sao menores que 120°, o método de Torricelli
e Simpson podem ser utilizados para obter a solugao. E as trés arestas que se encontram no
ponto de steiner formam um angulo de 120° entre si. Sendo essa uma condicao importante

para os casos onde n > 3.

Um outro fato interessante descoberto por Heinen é que as linha de Simpson tém o
mesmo tamanho e que esse tamanho equivale ao tamanho da arvore gerada pelos trés vertices

ligados ao ponto de Torricelli.

2.4  Razao de Steiner

Uma &arvore geradora minima é uma versao simplificada do problema da arvore de
Steiner, onde o objetivo também é encontrar uma arvore minima, porém a inclusao de vértices

auxiliares nao sao permitidos.
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Figura 5: Comparacao entre arvore geradora minima e arvore de Steiner

A razao entre o tamanho da arvore de steiner e a arvore geradora minima é conhecida

como razao de Steiner.

. . 3 .
Em 1992 Du e Hwang [3]| provaram que o valor da razao de Steiner é de - Ou seja, a
arvore de Steiner euclidiana é no méximo cerca de 13,4% menor que a arvore geradora minima.

Entao para aplicacoes de custos elevados, essa possivel economia é consideravel.

2.5 Arvore de steiner cheia
As drvores de Steiner minima(ASM) seguem algumas propriedades [8]:

e Pontos de Steiner incidem exatamente trés arestas com angulo de 120° entre si.
e Arvores de Steiner minimas com n terminais tem no maximo n - 2 pontos de Steiner.

e ASMs sao unides de arvores Steiner cheias (Figura 6).
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Figura 6: Combinacao de arvores de Steiner cheias ligadas nos vértices destacados

Primeiramente, se um ponto de Steiner tem apenas uma aresta, entao ele é uma folha
e pode ser excluido e consequentemente diminuindo o tamanho da arvore. E o ponto de Steiner
também nao pode ter grau de tamanho dois, pois bastaria retirar esse ponto e ligar os vértices
adjacentes a esse ponto por um reta, diminuindo o tamanho da arvore. E arestas nao podem
incindir no mesmo ponto em um angulo menor que 120° para satisfazer a condicao angular.

Portanto os pontos de Steiner sao conectados por exatamente trés arestas.

Arvores de Steiner cheia sao arvores de Steiner que possuem exatamente dois pontos
de Steiner a menos do que terminais. Ou seja, possuem o nimero maximo de pontos de steiner

permitidos.

Propriedades das arvores de Steiner cheias(ASC):

e Terminais possuem grau um.

e Se dois ASC compartilham um terminal z, entdo as duas arestas incidentes a z (uma de
cada ASC) fazem pelo menos um angulo de 120 ° entre si. Ou seja, um terminal ndo pode

estar em mais do que trés ASCs.
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3 Algoritmo Exato

Os algoritmos atuais para solucionar o problema da arvore de Steiner Euclidiana se-
guem basicamente a mesma estrutura onde o problema é divido em duas fases, a geracao das

arvores de Steiner cheias e a sua concatenagao para encontrar a arvore de Steiner minima(ASM).

3.1 Geracao de ASC

3.1.1 Algoritmo de Melzak

A primeira solucao finita para a arvore de Steiner euclidiana foi proposta em 1961 por
Melzak [5] que dado um conjunto de vértices n o algoritmo consiste em gerar todas as possiveis
topologias para o cada subconjunto de vértices e entao encontrar a ASC de cada topologia se

possivel. As ASCs entao sao concatenadas para se encontrar a ASM.

Para encontrar os menores ASCs é necessario considerar todas as possiveis topologias
cheias, ou seja, todas as possiveis maneiras de se conectar k terminais e k - 2 pontos de steiner

onde o grau de condigao seja satisfeita (terminais tem grau 1 e pontos de Steiner tem grau 3).

Por exemplo, para k = 4, existem trés diferentes topologias cheias (Figura 7).

Figura 7: Topologias possiveis para quatro vértices

Para encontrar as ASC de uma topologia cheia o algoritmo de Melzak é dividido em

duas fases: divisao e reconstrucao.
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3.1.1.1 Fase de divisao

Dado um conjunto de vértices n e sua respectiva topologia, consideramos dois terminais
adjacentes a um ponto de steiner dessa topologia. Entao substituimos esses dois pontos pelo
seu ponto equildtero correspondente. Note que é possivel duas diregoes para se criar o ponto

equilatero. Essa etapa é executada até o conjunto ser reduzido a apenas dois vértices.

3.1.1.2 Fase de reconstrucao

Inicialmente os dois vértices restantes do conjunto n apds a fase de divisao sao conecta-
dos por uma reta. Entao o ponto equilatero é substituido pelos seus respectivos pontos iniciais

excluidos na fase de divisao.

No ponto em que a reta criada anteriormente interceptar o arco dos dos vértices origi-
nais do ponto equilatero ¢ inserido o ponto de Steiner, caso contrario essa instancia do problema
é descartada. Se essa condicao for satisfeita os dois vértices originais ao ponto equildtero e o
vértice que fazia parte da reta com o ponto equilatero sao ligados ao ponto de Steiner. Essa
etapa é executada recursivamente para todos os pontos equilateros criados na fase de divisao
até que se obtenha a arvore com todos os vértices do conjunto n ou até que nao seja possivel

localizar o ponto de Steiner.

3.1.1.3 Exemplo de execugao

Para entendermos melhor o algoritmo, vamos considerar um problema com quatro

terminais vy, vg, U3 € vy € sua respectiva topologia [6] (Figura 8).

. R | '3

Me

e ' Uy
®og

e
—-

Figura 8: Exemplo do algoritmo de Melzak
No primeiro passo vamos considerar os dois vértices v; e vy adjacentes a um mesmo

ponto de steiner. E substituimos esses pontos pelo ponto equilatero vs. Na figura x podemos

ver as duas possibilidades de gerar o ponto equildtero e sua topologia resultante.
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Figura 9: Algoritmo de Melzak Passo 1

Em seguida repetimos o procedimento para cada um dos dois subproblemas gerados.

Vamos substituir os dois vértices vs e vy adjacentes ao mesmo ponto de Steiner, pelas duas

possibilidades de ponto equilatero vg para cada um dos subproblemas.

s

s

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 10: Algoritmo de Melzak Passo 2

Para a proxima etapa utilizaremos apenas o primeiro subproblemas da figura 10(a) e

iniciaremos a fase de reconstrucao ligando os dois vértices restantes com uma reta conforme a

figura 11.

)

W

'

Figura 11: Algoritmo de Melzak Passo 3

Inserimos os dois tltimos vértices removidos v, e vs, que foram substituidos pelo vértice

vg na arvore para entao verificar se a reta de v6 a v3 intersecta o arco v4vh. No nosso caso
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essa interseccao existe e é nosso ponto de Steiner, caso o contrario outro subproblema deveria
ser verificado. Ligamos esse ponto de Steiner aos vértices vy e vs e removemos a reta de vg ao

ponto de Steiner, resultando na figura 12(b).

Repetimos o procedimento para os dois primeiros vértices removidos v, e vy para obter

a arvore de Steiner (Figura 12(d)) da topologia.

W

(a) (b) (c) (d)
Figura 12: Algoritmo de Melzak Passo 4

A abordagem de Melzak resolve instancias pequenas do problema devido a quantidade

de topologias existentes dada pela equacao:

2k — 4)!
9= 3oy

Tabela 1: Fungao f(n)
f(n)

1

3

15

105

945

10.395

135.135

2.027.025

34.459.425

654.729.075

Ol | N|lo|luolns|w]|B

—_
e}

—_
—_

—_
[\

Como mostrado na tabela 1 a execugao do algoritmo se torna invidvel para instancias

grandes do problema mesmo com otimizagoes existentes como escolher o tinico ponto equilatero
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dentre as duas alternativas que pode fazer parte da solucao para minimizar a quantidade de

operacoes.

3.1.2 Winter

Winter [7] propos uma abordagem diferente ao método de Melzak. Ele busca gerar as
ASCs em varios subconjuntos. O objetivo é realizar testes nas subtopologias a fim de verificar

se essas podem fazer parte de alguma topologia maior.

Um dos possiveis testes é o lune prunning. Dado dois vértices, ligamos esses vértices por
uma reta e criamos uma circunferéncia onde o raio equivale a distancia entre os dois vértices
e o centro de cada circunferéncia é dada por cada um dos vértices (Figura 13). A area de
interseccao das circunferéncias é chamada de [une. Para que a reta entre os dois vértices faca

parte de uma ASM, é necessario que nao exista nenhum outro vértice na lune.

Figura 13: Lune

Com isso é possivel verificar se dois vértices que possuem um ponto de Steiner adjcente
podem aparecer em uma ASM. Se o ponto de Steiner nao pode ser inserido fora da area, entao

todas as topologias que possuem essa subtopologias podem ser descartadas.

Outros testes mais complexos podem ser aplicados nessa fase para se reduzir a quan-
tidade de ASCs gerados e consequentemente diminuindo o tempo de processamento da fase de

concatenacao. Permitindo resolver instancias maiores do problema.

Na figura 14 temos todas as ASCs geradas pelo geosteiner3.1 para a instancia do
problema das capitais dos estados do Brasil. Essas sao ASCs que restaram depois de serem

processadas por algoritmos de otimizacoes. E entao concatenadas para se obter a solucao.
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Figura 14: ASCs utilizadas para a solugao da figura 1

3.2 Concatenagao

Um dos primeiros algoritmos utilizados para se concatenar as ASCs e encontrar a ASM
foi o algoritmo de backtracking. As ASCs sao combinadas recursivamente até que se encontre
uma arvore que tenha todos os vértices ou que nao seja possivel continuar (um ciclo é formado

por exemplo). Nesse caso o backtracking ocorre e outra ASC é considerado.

Otimizagoes iniciais sao executados para verificar se cada ASC pode fazer parte de uma
ASM. E verificado se cada ASC possui pelo menos um vértice em comum com qualquer uma
das outras ASCs existentes. Ou seja, se a uniao da ASC analisada com todas as outra ASCs é

nula. Entao essa ASC é descartada antes de se iniciar a fase de concatenacao.

Nogoes de matriz de compatibilidade introduzidas por Cockayne e Hewgill [1] também
sao utilizadas durante a concatencao. Por exemplo, duas ASCs s6 podem fazer parte da mesma
arvore de Steiner se possuem no maximo um vértice em comum, para nao criar ciclo. E o
angulo do vértice que conecta duas ASCs nao pode ser maior que 120°. Além de outros testes

que podem ser realizados.

A figura 15 mostra uma arvore de Steiner com mil pontos gerado pelo geosteiner3.1.



Steiner Minimal Tree: 1000 points, length = 200379 7882628364, 19621 seconds

Figura 15: Execucao do geosteiner3.1 para uma instancia grande do problema
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4 Conclusao

O problema da arvore de Steiner Euclidiana no plano teve muita atencao nos ultimos
anos e com a colaboracao de diversos autores foi possivel encontrar um algoritmo que pudesse

resolver grandes instancias do problema.

Diversas abordagens foram propostos para resolver o problema e solugoes mais atuais
do problema nao foram abordados em detalhes neste trabalho e sao referéncia para estudos
futuros. Bem como outras variagoes do problema da arvore de Steiner como a arvore de Steiner
euclidiana no espaco tridimencional que vem sendo abordado mais recentemente e inclusoes de

obstéaculos para a construcao da arvore.
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