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Árvore 2-3-4

É uma árvore que está vazia ou que é composta por 3 tipos nodos:

I nodo-2: contém uma chave a e dois apontadores, p1 e p2

I nodo-3: contém duas chaves a e b e três apontadores, p1,
p2 e p3

I nodo-4: contém três chaves a, b, c e quatro apontadores
p1, p2, p3 e p4
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Árvore 2-3-4 Balanceada

Árvore 2-3-4 na qual todos os nodos folha estão no mesmo ńıvel.
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Árvore 2-3-4 - Estrutura de dados

Cada nodo da árvore contém:

I no máximo 3 chaves

I no máximo 4 filhos

I quantidade de chaves armazenadas

1 typede f i n t I temArv ;
2
3 typede f s t r u c t nodo ∗ApNodo ;
4 typede f s t r u c t nodo {
5 ItemArv i tem [ 3 ] ;
6 ApNodo ap [ 4 ] ;
7 i n t numItem ;
8 ApNodo p a i ;
9 } Nodo ;

10
11 typede f ApNodo Arv234 ;
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CI1057: Algoritmos e Estruturas de Dados III Árvores 2-3-4



Árvore 2-3-4 - Interface

1 vo id c r i a A r v 2 3 4 ( Arv234∗ ) ;
2 vo id f r e e A r v 2 3 4 ( Arv234 ) ;
3 vo id e s c r e v e A r v 2 3 4 ( Arv234 ) ;
4 Arv234 i n s e r e A r v 2 3 4 ( ItemArv , Arv234 ) ;
5 Arv234 buscaArv234 ( ItemArv , Arv234 ) ;
6 Arv234 removeArv234 ( ItemArv , Arv234 ) ;
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Busca

1 Arv234 buscaArv234 ( ItemArv v , Arv234 p ){
2 i n t i ;
3
4 i f ( p == NULL )
5 r e t u r n NULL ;
6 i= 0 ;
7 wh i l e ( i < p−>numItem && l t ( p−>i t em [ i ] , v ) )
8 i ++;
9 i f ( eq ( v , p−>i t em [ i ] ) )

10 r e t u r n p ;
11 r e t u r n buscaArv234 ( v , p−>ap [ i ] ) ;
12 }

Propriedade:
a busca de uma árv. 2-3-4 com n nodos visita no máximo
lg(n) + 1 nodos.
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Inserção

A inserção de um novo valor k pode ser feita da mesma forma que
em uma árvore binária. Após uma busca sem sucesso, inserir a
chave na folha.
Problema: a árvore pode ficar desbalanceada

18

1 19

Inserir as chaves: 3 8 9
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Balanceamento na inserção

Baseado no processo de dividir o nodo para inserir uma nova chave
em um nodo-4 (split).
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Inserção - Duas Abordagens

I Bottom-up:
Inserir sempre em um nodo folha. Caso o nodo contenha mais
de 3 chaves, divide o nodo e ”sobe”com a chave do meio

I Top-down:
Dividir os nodos com 3 chaves no caminho da raiz até o nodo
folha

Exemplo:
Construir a árvore 2-3-4 com as chaves
76 85 90 52 20 33 25 70
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Exemplo
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Exemplo
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CI1057: Algoritmos e Estruturas de Dados III Árvores 2-3-4



Inserção na árvore - Implementação
1 Arv234 i n s e r e A r v 2 3 4 ( ItemArv v , Arv234 r a i z ){
2 Arv234 p , pa i , esq , d i r , novoDir , novoEsq ;
3 i n t i , s p l i t ;
4 I temArv s p l i t V , n o v o S p l i t V ;
5
6 i f ( r a i z == NULL ){
7 p= cr i aN o do ( ) ;
8 i n s e r e I t e m ( v , NULL , NULL , p ) ;
9 r e t u r n p ;

10 }
11 p= b u s c a F o l h a ( v , r a i z ) ;
12 i f ( p == NULL ) /∗ v j a e x i s t e ∗/
13 r e t u r n r a i z ;
14 s p l i t = insereNoNodo ( v , NULL , NULL , p , &s p l i t V , &esq , &d i r ) ;
15 p= p−>p a i ;
16 wh i l e ( s p l i t && p != NULL ){
17 s p l i t = insereNoNodo ( s p l i t V , esq , d i r , p , &n o v o S p l i t V , &novoEsq , &novoDi r ) ;
18 s p l i t V= n o v o S p l i t V ;
19 esq= novoEsq ; d i r= novoDi r ;
20 p= p−>p a i ;
21 }
22 i f ( s p l i t ){ /∗ s p l i t da r a i z ∗/
23 p= c r ia N od o ( ) ;
24 i n s e r e I t e m ( s p l i t V , esq , d i r , p ) ;
25 r e t u r n p ;
26 }
27 r e t u r n r a i z ;
28 }
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Inserção no nodo - Implementação

1 i n t insereNoNodo ( ItemArv v , Arv234 esq , Arv234 d i r , Arv234 p ,
2 ItemArv ∗ s p l i t V , Arv234 ∗novoEsq , Arv234 ∗novoDi r ){
3 i f ( p−>numItem < 3 ){
4 i n s e r e I t e m ( v , esq , d i r , p ) ;
5 r e t u r n 0 ;
6 }
7 ∗ s p l i t V= p−>i t em [ 1 ] ;
8 ∗novoDi r= c r i a No d o ( ) ;
9 i n s e r e I t e m ( p−>i t em [ 2 ] , p−>ap [ 2 ] , p−>ap [ 3 ] , ∗novoDi r ) ;

10 ∗novoEsq= p ;
11 p−>numItem= 1 ;
12 i f ( l t ( v , ∗ s p l i t V ) )
13 i n s e r e I t e m ( v , esq , d i r , ∗novoEsq ) ;
14 e l s e
15 i n s e r e I t e m ( v , esq , d i r , ∗novoDi r ) ;
16 r e t u r n 1 ;
17 }
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Inserção Item em Nodo já existente - Implementação

1 i n t i n s e r e I t e m ( ItemArv v , Arv234 esq , Arv234 d i r , Arv234 p ){
2 i n t i ;
3
4 i=p−>numItem ;
5 wh i l e ( i>0 && l t ( v , p−>i t em [ i −1]) ){
6 p−>i t em [ i ]= p−>i t em [ i −1];
7 p−>ap [ i +1]= p−>ap [ i ] ;
8 i−−;
9 }

10 p−>i t em [ i ]= v ;
11 p−>ap [ i ]= esq ;
12 p−>ap [ i +1]= d i r ;
13 p−>numItem++;
14 i f ( esq != NULL ){
15 esq−>p a i= p ;
16 d i r−>p a i= p ;
17 }
18 r e t u r n i ;
19 }
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Remoção - Casos Simples

I Remoção na folha de nodo-3 ou nodo-4

18

1 195 10 30

18

1 195 10 30

remocao de 5

remocao de 30

18

1 19 3010

18

1 195 10
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Remoção- Nodo-2

I Caso 1: Com irmão do tipo nodo-3 ou nodo-4
“empréstimo” de chave do irmão e rotação
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Remoção- Nodo-2

I Caso 2: Ambos os irmãos são nodo-2
“merge” dos irmãos com o pai

Aplicar os Casos 1 e 2 em todos os nodos-2 no caminho da raiz
até a folha com a chave a ser removida (exceto a raiz).
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CI1057: Algoritmos e Estruturas de Dados III Árvores 2-3-4



Remoção- Nodo-2

I Caso 3: Ambos os irmãos e pai são nodo-2
“merge” dos irmãos com o pai, com redução da altura
pai é a raiz
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Remoção- Chave em nodo não-folha

1. busque o predecessor (predVal) da chave a ser removida

2. troque o valor de predVal pela chave a ser removida (coloca a
chave na folha)

3. remova a chave
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Exemplo de remoção

Remoção das chaves:
71 20 101 90 61
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Árvore Rubro-Negra

É uma representação da árvore 2-3-4 em uma árvore binária.
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Árvore Rubro-Negra

Árvore 2-3-4

Árvore Rubro-Negra
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