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© Divida o arranjo de entrada em segmentos

@ Segmentos: subarranjos ndo-decrescentes ou estritamente
decrescentes

© Cada segmento decrescente tem a ordem de seus elementos invertida
@ Segmentos adjacentes sdo mesclados como no MergeSort

© Execute o passo 4 até que reste apenas um segmento
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Subrotinas em Alto Nivel

@ O cdlculo de minseg, o tamanho minimo de segmento, é feito através
de uma manipulacdo com os bits que representam o tamanho do
arranjo
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integracdo de um algoritmo chamado de galope

e O consumo de memdria auxiliar é reduzida gracas a uma técnica
inteligente que utiliza busca bindria

o O galope é uma subrotina feita com uma heuristica baseada na ordem
“natural” dos elementos do arranjo

@ Pode reduzir comparagdes entre elementos

@ A ordem das mesclas é regida por invariantes que tentam garantir que
o TimSort execute rapidamente e consuma pouco espaco
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minseg

Tamanho Minimo de Segmento

Os segmentos devem ter um tamanho minimo, denotado aqui por minseg.

minseg = min {k eN: {g-‘ = 2’"} , k € [32..64], m € N>

Onde n é o tamanho do arranjo.

@ A relagdo do teto aqui implica que cada segmento deve ter, no
minimo, tamanho igual ou ligeiramente menor que uma poténcia de
dois

o Cada segmento deve ter ao menos dois elementos, sendo é impossivel
determinar se este serd ndo-decrescente ou estritamente decrescente
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minseg

Quando dois segmentos tém tamanho aproximado ou exatamente igual, é
dito que eles sao equilibrados.

A=1,2,3,4]

B=1[5,6,7,8

Figura: Exemplo de segmentos equilibrados

@ Segmentos equilibrados = menos operacdes no processo de
mesclagem
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minseg

@ Quando o algoritmo encontra um segmento de tamanho menor que
minseg, este é estendido através de uma variacdo do InsertionSort
com busca bindria

@ Elementos subsequentes em relacdo ao segmento s3o inseridos nele de
forma ordenada até que o tamanho deste seja minseg

@ O tamanho dos segmentos “pequenos’ ficara alinhado a minseg,
portanto fazendo deles equilibrados

@ Segmentos pouco ordenados normalmente n3o irdo gerar sequéncias
ordenadas muito grandes, entdo essa abordagem é interessante para
esse caso
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minseg

Agora se tratando do calculo de minseg, é possivel obter o valor através de
um algoritmo, formulado por Peters:

CalculaMinseg(n)

Entrada: n € N tal que n é o tamanho de um arranjo a ser segmentado
pelo TimSort
Saida : O tamanho minimo de segmento minseg
b + seis bits mais significativos de n
n' < n sem os seis bits mais significativos
Se b,y >0
b« b+1
Converta b para base 10
Devolva b
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Segmentacao

Segmenta(A)
Entrada: Um arranjo A
Saida : Uma pilha & com os segmentos de A
S + pilha vazia
Se |A| < 64
InsertionSort(A, 1, |A|)
Empilhe Aem S
Sendo
minseg < CalculaMinseg(|A|)
Enquanto houverem elementos a serem considerados
S < préximo segmento
Enquanto |s| < minseg
Insira elementos em s com InsertionSort

Empilhe s em S
Devolva §
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Algoritmo de Mescla

Considere que existem dois segmentos a serem mesclados. O algoritmo de
mescla funciona da seguinte maneira:

@ Comece da mesma forma que uma mescla linear (MergeSort)

lIsto é, se forem selecionados no processo de mesclagem
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Algoritmo de Mescla

Considere que existem dois segmentos a serem mesclados. O algoritmo de
mescla funciona da seguinte maneira:

@ Comece da mesma forma que uma mescla linear (MergeSort)

@ Se mingalope elementos “ganharem”! consecutivamente em algum

dos segmentos, execute a mescla com galope para eles
© Se a mescla com galope parar, volte a mescla linear

@ Segundo testes empiricos feitos por Peters, um bom valor para
mingalope é 8

lIsto é, se forem selecionados no processo de mesclagem
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Mescla com Galope

@ Estratégia usada para quando muitos elementos de um segmento sdo
copiados para o segmento final

@ Heuristica: “Se vdérios elementos de um segmento foram selecionados
consecutivamente, provavelmente mais serdo”

o Consiste em uma espécie de “aposta”’, na qual se assume que os
elementos de um segmento frequentemente selecionado s3o, em
grande parte, menores que os do outro
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Mescla com Galope

Considere que A e B sao segmentos a serem mesclados, e que A “ativou”
a mescla com galope.
@ Busque A[1] em B via busca exponencial
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Mescla com Galope

Considere que A e B sao segmentos a serem mesclados, e que A “ativou”
a mescla com galope.

@ Busque A[1] em B via busca exponencial

@ Se o indice de A[l] em B é k, copie todos os elementos de B[1] até

Blk — 1] para o segmento final

© Desconsidere os elementos copiados

© Copie A[1] para o segmento final

© Realize o processo de forma similar, mas buscando B[1] em A
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@ Busque A[1] em B via busca exponencial

@ Se o indice de A[l] em B é k, copie todos os elementos de B[1] até
Blk — 1] para o segmento final
Desconsidere os elementos copiados
Copie A[1] para o segmento final
Realize o processo de forma similar, mas buscando B[1] em A

©000

Se o tamanho de ambos os segmentos copiados for menor que
mingalope, pare a mescla com galope
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Considere que A e B sao segmentos a serem mesclados, e que A “ativou”
a mescla com galope.

@ Busque A[1] em B via busca exponencial

@ Se o indice de A[l] em B é k, copie todos os elementos de B[1] até
Blk — 1] para o segmento final
Desconsidere os elementos copiados
Copie A[1] para o segmento final
Realize o processo de forma similar, mas buscando B[1] em A
Se o tamanho de ambos os segmentos copiados for menor que
mingalope, pare a mescla com galope
Repita os passos anteriores até que um dos segmentos tenha tido
todos os seus elementos copiados para o segmento final
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Mescla com Galope

Considere que A e B sao segmentos a serem mesclados, e que A “ativou”
a mescla com galope.

o
2]

© © 00600

Busque A[1] em B via busca exponencial

Se o indice de A[l] em B ¢ k, copie todos os elementos de B[1] até
Blk — 1] para o segmento final

Desconsidere os elementos copiados

Copie A[1] para o segmento final

Realize o processo de forma similar, mas buscando B[1] em A

Se o tamanho de ambos os segmentos copiados for menor que
mingalope, pare a mescla com galope

Repita os passos anteriores até que um dos segmentos tenha tido
todos os seus elementos copiados para o segmento final

Copie, para o segmento final, o restante dos elementos do segmento
que ainda ndo foi completamente copiado

@ Para segmentos menores que mingalope, a mescla com galope

geralmente é mais custosa que uma mescla linear [Peters, 2002]
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Busca Exponencial

@ Algoritmo de busca para arranjos ordenados

@ Funciona dobrando o indice de busca até que se ache um intervalo
onde o elemento possivelmente estad

@ Executa busca binaria no intervalo

@ Pior caso O(log i), onde i é o indice do elemento sendo buscado
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Busca Exponencial

BuscaExponencial(A, x)

Entrada: Um arranjo ordenado A e um elemento x a ser buscado em A
Saida : A posicao de x em A
Se |Al=0
Devolva NAO_ACHOU
limite <1
Enquanto limite < |A| e Allimite] < x
limite <— 2 x limite

Devolva BuscaBinaria (A, | " | 'min{limite, |A[})

o Intervalo para a busca binaria: [2571.. min{2X,|A|}]

@ k é o nimero de vezes que o limite foi dobrado no algoritmo
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Economia de Memoaria Auxiliar

Sejam A e B dois segmentos a serem mesclados. O TimSort utiliza de uma

técnica para economizar memoria auxiliar, com base na ordem dos elementos
em A e B, em forma de algoritmo:

© Busque A[|A|] em B e B[1] em A via busca binéria

2Ali] = B[1] e BLj] = A[|A]]
30s elementos em C correspondentes a A[i + 1..|A[] e B[1..j = 1]
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Economia de Memoaria Auxiliar

Sejam A e B dois segmentos a serem mesclados. O TimSort utiliza de uma
técnica para economizar memoria auxiliar, com base na ordem dos elementos
em A e B, em forma de algoritmo:
© Busque A[|A|] em B e B[1] em A via busca binéria
@ Copie o subarranjo de menor tamanho entre A[i + 1..|A|] e
B[1.j — 1] para um buffer auxiliar
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Economia de Memoaria Auxiliar

Sejam A e B dois segmentos a serem mesclados. O TimSort utiliza de uma
técnica para economizar memoria auxiliar, com base na ordem dos elementos
em A e B, em forma de algoritmo:
© Busque A[|A|] em B e B[1] em A via busca binéria
@ Copie o subarranjo de menor tamanho entre A[i + 1..|A|] e
B[1.j — 1] para um buffer auxiliar
© Combine A e B em um sé espaco de meméria, obtendo C

© Realize a mescla entre a parte copiada para o buffer e a que ndo foi,
sobrescrevendo os elementos de A + B no intervalo de interesse>

o Note que os elementos em A[l../] e B[j..|B|] j& estdo nas posi¢cdes
corretas, em relacdo ao segmento apds a mescla

2Ali] = B[1] e BLj] = A[|A]]
30s elementos em C correspondentes a A[i + 1..|A[] e B[1..j = 1]
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Economia de Memoaria Auxiliar

A mescla ocorre bidirecionalmente, isto é:

@ Se A foi copiado para o buffer, realize a mescla da esquerda para a
direita (como no MergeSort) entre o buffer e B

@ Se B foi copiado, realize a mescla da direita para a esquerda entre o
buffer e A

Esta abordagem previne que elementos sejam perdidos na mescla, caso
esta ocorresse em apenas uma direc3o.
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Colapso de Pilha

Invariantes da Pilha de Mescla [Auger et al., 2018, de Gouw et al.,

2015]

Sejam P uma pilha de segmentos a serem mesclados e P[1], P[2], P[3] e
P[4] segmentos préximos ao topo de P, com P[1] sendo o elemento do
topo e P[4] sendo o mais distante do topo dentre estes.

Os invariantes mantidos em P s3o os seguintes:

0 [PI]| = [P[]]
@ |P[3]| > [P2]| + [PL1]|
Q |P[4]| > [PE3]| + [PL2|
Q |P[2]| > P[]

@ O tamanho de cada segmento em P cresce pelo menos tdo rapido
quanto os nimeros de Fibonacci [Peters, 2002, Auger et al., 2018]

e Consequentemente, o nimero de segmentos em P é O(log n), para
um arranjo de n elementos
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Colapso de Pilha

@ Se violado, o invariante 1 é restaurado ao mesclar P[3] com P[2]
@ Se violados, os demais sdo restaurados ao mesclar P[2] com P[1]

@ Apenas segmentos adjacentes sdo mesclados (a estabilidade do
algoritmo é mantida [Peters, 2002])

@ Todo esse processo de manutenc3o de invariantes é chamado de
“colapso de pilha”
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Colapso de Pilha

Colapsa(P)

Entrada: Uma pilha de segmentos P
Saida

: P modificada de forma que satisfaca os invariantes da pilha
de mescla
Enquanto [P| > 1
n<«|Pl—-2
Sen>0el|P[3]| <|P2]] +|P[1]joun>1e
P4l < [PI3]] + [PL2]]
Se |P[3] < |P[1]]
Mescla(P[2], P[3])
Sendo
Mescla(P[1], P[2])
Sendo Se |P[2]| < [P[1]|
Mescla(P[1], P[2])
Sendo
break
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Colapso de Pilha

O intuito do colapso de pilha é fazer com que:

{mpmwﬂﬂmm+mw
[Pl + 1] > P[]

o Vi€ [l.|Al - 2]
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Algoritmo Principal

TimSort(A)

Entrada: Um arranjo A

Saida : O arranjo A, ordenado

S < Segmenta(A)

P <+ pilha vazia

Enquanto S ndo estd vazia
Desempilhe um segmento de S e empilhe-o em P
Enquanto algum invariante ndo estiver satisfeito por P

Colapsa(P)

Enquanto [P| > 1
Mescla(P[1], P[2])

Devolva P[1]
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TimSort e Cache

O TimSort faz bom uso dos principios de localidade espacial e de localidade
temporal:

@ A extens3o de segmentos pequenos acessa apenas elementos préximos
(subsequentes)

Apenas segmentos adjacentes sdo acessados no colapso de pilha

A mescla com galope move elementos adjacentes em blocos

@ A busca exponencial usada na mescla com galope acessa poucos
elementos nao adjacentes

O intervalo delimitado na busca exponencial provavelmente ja estd na
cache antes de realizar a busca binaria nele

@ Os invariantes do colapso de pilha fazem com que, na maioria das
vezes, segmentos acessados recentemente* sejam mesclados

*Isto é, segmentos préximos ao topo da pilha de segmentos
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O Bug do TimSort

@ de Gouw et al. publicaram um artigo sobre uma falha critica no
TimSort

@ A falha era, em suma, um stack overflow

@ No contexto da linguagem no qual foi descoberto (Java), era um erro
ArrayIndexOutOfBoundsException

@ Ocorria na parte do colapso de P, com esta sendo a mesma pilha do
algoritmo principal

@ A versdo original do TimSort ndo mantinha invariantes para os quatro
primeiros segmentos de P, mas sim para trés
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O Bug do TimSort

O tamanho pré-alocado da pilha de segmentos era baseada no predicado
abaixo:

Pr(i) := As condigdes descritas no slide 25 sdo mantidas, sendo P a
mesma pilha mencionada no algoritmo principal do TimSort.

Invariantes do TimSort Original
Os invariantes que a vers3o original do TimSort mantinha eram os
seguintes:

Q [PE]l > [P[2]] + [P[1]]
Q [Pl2]| > [P[1]]

e O invariante 1 era restaurado mesclando P[2] com o menor segmento
entre P[3] e P[1]
e O invariante 2 era restaurado mesclando P[2] com P[1]
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O Bug do TimSort

Mas qual o problema?
@ Pr(i) ndo era mantido para qualquer configuragdo de P

@ Motivo: Os invariantes para os trés primeiros elementos da pilha ndo
eram suficientes para manter Pr(i)

Seja (A, B, C, D) uma configuragdo de P. D é o topo de P.

@ Suponha que essa configuragdo satisfaz Pr(i), isto é:
[Al > |Bl+[C|+ D], [B] > [C[ +[D| e |C| > [D]
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O Bug do TimSort

Mas qual o problema?
@ Pr(i) ndo era mantido para qualquer configuragdo de P

@ Motivo: Os invariantes para os trés primeiros elementos da pilha ndo
eram suficientes para manter Pr(i)
Seja (A, B, C, D) uma configuragdo de P. D é o topo de P.
@ Suponha que essa configuragdo satisfaz Pr(i), isto é:
|Al > |B| +[C|+ DI, |B| > |C| +[D[ e |C| > [D|

@ Se um segmento E for inserido em P, esta agora serd (A, B, C,D, E)
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O Bug do TimSort

Mas qual o problema?
@ Pr(i) ndo era mantido para qualquer configuragdo de P
@ Motivo: Os invariantes para os trés primeiros elementos da pilha ndo
eram suficientes para manter Pr(i)
Seja (A, B, C, D) uma configuragdo de P. D é o topo de P.
@ Suponha que essa configuragdo satisfaz Pr(i), isto é:
|Al > |B| +[C|+ DI, |B| > |C| +[D[ e |C| > [D|
@ Se um segmento E for inserido em P, esta agora serd (A, B, C,D, E)
e Se |C| < |D|+ |E| e |C| < |E|, entdo C e D serdo mesclados,
resultando na configuragdo (A, B, C + D, E)
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O Bug do TimSort

Mas qual o problema?
@ Pr(i) ndo era mantido para qualquer configuragdo de P

@ Motivo: Os invariantes para os trés primeiros elementos da pilha ndo

eram suficientes para manter Pr(i)
Seja (A, B, C, D) uma configuragdo de P. D é o topo de P.

@ Suponha que essa configuragdo satisfaz Pr(i), isto é:
|Al > |B| +[C|+ DI, |B| > |C| +[D[ e |C| > [D|

@ Se um segmento E for inserido em P, esta agora serd (A, B, C,D, E)

e Se |C| < |D|+ |E| e |C| < |E|, entdo C e D serdo mesclados,
resultando na configuragdo (A, B, C + D, E)

@ Os invariantes serdo checados para B, C + D e E e serdo restaurados
caso violados
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O Bug do TimSort

Mas qual o problema?
@ Pr(i) ndo era mantido para qualquer configuragdo de P
@ Motivo: Os invariantes para os trés primeiros elementos da pilha ndo
eram suficientes para manter Pr(i)
Seja (A, B, C, D) uma configuragdo de P. D é o topo de P.
@ Suponha que essa configuragdo satisfaz Pr(i), isto é:
|Al > |B| +[C|+ DI, |B| > |C| +[D[ e |C| > [D|
@ Se um segmento E for inserido em P, esta agora serd (A, B, C,D, E)
e Se |C| < |D|+ |E| e |C| < |E|, entdo C e D serdo mesclados,
resultando na configuragdo (A, B, C + D, E)
@ Os invariantes serdo checados para B, C + D e E e serdo restaurados
caso violados
o Nada garante que |A| > |B| + |C + D| + |E|, pois A é excluido da
verificacao
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O Bug do TimSort

Mas qual o problema?
@ Pr(i) ndo era mantido para qualquer configuragdo de P
@ Motivo: Os invariantes para os trés primeiros elementos da pilha ndo
eram suficientes para manter Pr(i)
Seja (A, B, C, D) uma configuragdo de P. D é o topo de P.
@ Suponha que essa configuragdo satisfaz Pr(i), isto é:
|Al > |B| +[C|+ DI, |B| > |C| +[D[ e |C| > [D|
@ Se um segmento E for inserido em P, esta agora serd (A, B, C,D, E)
e Se |C| < |D|+ |E| e |C| < |E|, entdo C e D serdo mesclados,
resultando na configuragdo (A, B, C + D, E)
@ Os invariantes serdo checados para B, C + D e E e serdo restaurados
caso violados
o Nada garante que |A| > |B| + |C + D| + |E|, pois A é excluido da
verificacao
e Conclusdo: (A, B, C + D, E) pode n3o satisfazer Pr(i)
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O Bug do TimSort

de Gouw et al. testaram para um arranjo de tamanho 67108864

O tamanho pré-alocado n3o era suficiente, ocasionando um stack
overflow

Os autores corrigiram o TimSort, fazendo com que a subrotina de
colapso considerasse invariantes para os quatro primeiros elementos
de P, em vez de trés

Nesta apresentacdo, ja é considerada a versdo “definitiva” do
TimSort, como se pode ver no slide 22

Com essa corregdo, P satisfaz Pr(i) [de Gouw et al., 2015]

O bug também ocorria na implementacdo em Python, pois era similar
Em ambas as implementac¢des, o bug foi corrigido

O Java continuou com o TimSort

O Python migrou para o PowerSort em 2022 [James, 2022]
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Conclusoes

Podemos concluir algumas coisas desse estudo:

@ O TimSort é um algoritmo que tem um bom desempenho em dados
parcialmente ordenados

o Contorna bem situacdes na qual os dados possuem pouca ordem, com
a extens3o de segmentos

@ Usa heuristicas geralmente efetivas para economizar comparacdes,
movimenta¢des de dados e memdria auxiliar

@ Faz bom uso da cache

@ Se o arranjo estiver ordenado, o TimSort é de ordem O(n), uma vez
que todo o arranjo serd um Unico segmento, para um arranjo de n
elementos

@ Pior caso do algoritmo é O(nlog n)

@ A prova formal da complexidade de pior caso se encontra em [Auger
et al., 2018], a qual iremos abordar em um semindrio futuro
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Algumas questdes ficam no ar. ..

@ Lendo a descricao de Peters, é possivel perceber que alguns
pardmetros® foram escolhidos, em grande parte, por testes empiricos

@ Serd que existe alguma entrada especifica, a qual Peters n3o testou,
que atenua o desempenho do algoritmo na prética?

@ Serd que o galope n3o seria melhor se comecasse a busca pelo
primeiro elemento do segmento que “perdeu”, em vez do que
“ganhou"?

®mingalope, minseg, tamanho minimo para segmentacio(64)
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