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AULA PASSADA: EXPRESSOES E FUNQOES
LOGICAS

Algebra booleana [Boole, 1854]

Algebra onde hd apenas dois valores
vdlidos: falso e verdadeiro.

Varidvel booleana: pode assumir um dos
dois valores booleanos vdlidos.

Geralmente denotada por uma letra maiUscula: A, B,
C ! X ! Y 4 Z 14

George Boole (Lincoln, 02/11/1815 -
Ballintemple, 08/12/1864) foi um filésofo
britGnico, criador da dlgebra booliang,
fundamental para o desenvolvimento da
computag¢do moderna

http: //pt.wikipedia.org /wiki/George Boole
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AULA PASSADA: EXPRESSOES E FUNCOES
LOGICAS

Tabela verdade da Tabela verdade da Tabela verdade da
conjungdo (e) disjungdo (ou) negagdo (ndo)
ENEEET  EEEE
\ \"/ \'% \ F
Vv F F \Y, F \' F \"
F \'% F F \'% \"/
F F F F F F

Conjungdio (e): resultado verdadeiro apenas se X e Y forem verdadeiros.
Disjuncdo (ou): resultado verdadeiro apenas se Y ou Y forem verdadeiros.

Negagdo (ndo): resultado sé serd verdadeiro se X ndo for verdadeiro.
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AULA PASSADA: EXPRESSOES E FUNCOES
LOGICAS

Expressoes logicas:

14+(0-1) =?

X-Y+X- Y=

A+B-C+A-C+B=?

Funcdes logicas: dadas por uma expressdo ou tabela verdade

0] 0] 0]
FX,Y)=X-Y+X-Y - 0 1 1
1 0] 0]
1 1 1
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REGRAS BASICAS DA ALGEBRA BOOLEANA

|dentidade X+1=1 X-0=0
P2  Elemento Neutro X+0=X X-1=X
P3 Idempoténcia X+X=X X- X=X
P4 Involugcdo ? — X ? =X
P5  Complemento X+X=1 X-X=0
P6  Comutatividade X+Y=Y+X X-Y=Y-X
P7  Associatividade X+Y)+Z=X+(Y+2) X-Y) Z=X-(Y-2)

P8 Distributividade X+ (Y -2)=X4+Y)-X+2) X-Y+2)=X-Y)+X-2)

P9  Cobertura X X+2)=X X+X-Y)=X

P10 Combinagdo (X~Y)+(X~?) — X (X+Y)-(X+7) — X

P11 Consenso X-VN+X-Z)+(Y-2) X+V)-(X+2)-(Y+2)
=X-V)+X-2) =X+Y)-X+2)

P12 De Morgan (X-|-Y)=)_(-Y (X-Y)=Y+7



UM PROBLEMA METEOROLOGICO

Exemplo 1: O tempo para o dia seguinte na cidade de Booleville é
bem regular e fdcil de prever.

O meteorologista da cidade criou uma tabela para prever se haverd
chuva no dia seguinte (representada pela varidvel C ) a partir de
quatro varidveis cujo valor depende das condicdes meteorolégicas do
dia anterior.

V — se estd ventando F — se faz frio
U — se estd umido N — se estd nublado

As quatro varidveis sdo medidas pelo meteorologista e ele atribui um
valor O (falso) ou 1 (verdadeiro) para cada uma delas.

CIRCUITOS LOGICOS



VI FLU

O O O O O O o o

DE TABELA VERDADE PARA EXPRESSAO

LOGICA

0

o)
o)
o)
1
1
1
1

Previsdo do tempo em Booleville: C (chuva amanhad) fungdo légica de
V (vento hoje), F (frio hoje), U (dia umido hoje) e N (nublado hoje).

0

0
1
1
0
0
1
1

N C
O O

1
1
1
1
1
1
1
1

0
0
0
1
1
1
1

o)
1
1
o)
o)
1
1

VI FIUIN|C
O 0 O O

1
1
0
0
0
1
1
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VI FLU

O O O O O O o o

DE TABELA VERDADE PARA EXPRESSAO

LOGICA

0

o)
o)
o)
1
1
1
1

Previsdo do tempo em Booleville: C (chuva amanhad) fungdo légica de
V (vento hoje), F (frio hoje), U (dia umido hoje) e N (nublado hoje).

0

0
1
1
0
0
1
1

N C
O O

<l

gl

1
1
1
1
1
1
1
1

0
0
0
1
1
1
1

o)
1
1
o)
o)
1
1

VI FIUIN|C
O 0 O O

1
1
0
0
0
1
1
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VI FLU

O O O O O O o o

DE TABELA VERDADE PARA EXPRESSAO

LOGICA

0

o)
o)
o)
1
1
1
1

Previsdo do tempo em Booleville: C (chuva amanhad) fungdo légica de
V (vento hoje), F (frio hoje), U (dia umido hoje) e N (nublado hoje).

0

0
1
1
0
0
1
1

N C
O O

=
-y
=

o
< o g
= =2 =

1
1
1
1
1
1
1
1

0
0
0
1
1
1
1

o)
1
1
o)
o)
1
1

VI FIUIN|C
O 0 O O

1
1
0
0
0
1
1

-V-
=X

= =
< <
=l =

>V-F-U-N
-V -F-U-N
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DE TABELA VERDADE PARA EXPRESSAO
LOGICA

CWV,F,UN)=(V-F-U-N)+(V-F-U-N)+(V-F-U-N)+(V-F-U-N)
+WV-F-U-N)+ W -F-U-N)+ ¥ -F-U-N)+({-F-U-N)

VI FIUIN]C VI FIUIN|C
O 0 O O 1 0 0 O O

0
O 0 0 1 O 1 0 0 1 1 SVy.F-U-N
O 0 1 0 O 1 0 1 0 1 Ly.F.U-N
o 0 1 1 1 LyV.F-U-N 1 0 1 1 O
O 1 0 0 O 1 1 0 0 O
o 1 0 1 1 =2V-F-U-N 1 1 0 1 0
o1 1 0 1 -»V-F-U-N 1 1 1 0 1 ->V-F-U-N
o 1 1 1 1 V-F-U-N 1T 1 1 1 —>V-F-U-0N
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DE TABELA VERDADE PARA EXPRESSAO
LOGICA

Para facilitar a escrita, quando escrevemos uma conjungdo, podemos
considerar que o sinal “” estd implicito, como fazemos na dlgebra comum

C(V,F,UN) = (VFUN) + (VFUN) + (VFUN) + (VFUN)
+(VFUN) + (VFUN) + (VFUN) + (VFUN)
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EXTRAINDO FUNCOES DE
TABELAS VERDADE

Determine, se possivel, uma expressdo para a fungcdo F dada pela

seguinte tabela verdade.

A8 [ C R4 B0
O O o) 0]

o)
1
1
0
o)
1
1

1
o)
1
o)
1
o)
1

1
0
0
1
1
1
1
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FORMAS NORMAIS (CANONICAS)

Toda expressdo booleana pode ser escrita em uma forma
padronizada, denominada forma normal ou forma candnica

Duas formas normais sdo:

- Forma Normal Disjuntiva (FND), Soma de Produtos ou Soma de
Mintermos

- Forma Normal Conjuntiva (FNC), Produto de Somas ou Produto de
Maxtermos
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MINTERMOS

Mintermos (ou minitermos) uun MINTERMO

Varidvel com valor 1 é deixada intacta 0

Varidvel com valor O é alterada pela sua negagdo

o
o

Varidveis de uma linha sdo conectadas por (e légico)

o
D>D>D>D>D>ID>ID>ID>|

oomooloulooouoolml
ﬁﬁlﬁﬁlﬁﬁlﬁfﬂ
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MAXTERMOS

Maxtermos (ou maxitermos) unn MAXTERMO

Varidvel com valor O é deixada intacta 0 A+B+C
O 1 A+B+C

0

O 1 0 A+4B+C
O 1 1 A4B+C
0O A+B+C
1 A+B+C
1 1 0 A+B+C
1 1 1 A4B+C

Varidvel com valor 1 é alterada pela sua negag¢do

Varidveis de uma linha sdo conectadas por (ou légico)

CIRCUITOS LOGICOS 16



EXEMPLO

nnnn Vamos extrair os mintermos e

00O maxtermos dessa tabela
verdade.
1 0010
2 0101
3 0111
4 1 00O
S 1T 01 1
6 1 101
7 1 110
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FORMA NORMAL DISJUNTIVA

Mintermo (ou minitermo) é o termo produto associado a cada linha da
tabela verdade, no qual todas as varidveis de entrada estdo
presentes

Dado um dado mintermo, se substituirmos os valores das
variaveis associadas, obteremos 1 (saida verdadeira)

Porém, se substituirmos nesse mesmo mintermo quaisquer outras
combinagdes de valores, obteremos O

Dessa forma, se quisermos encontrar a equagdo para uma funcdo a
partir de sua tabela verdade, basta montarmos um OU entre os
mintermos associados aos 1s da fungdo
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FND: EXEMPLO

Saida S é uma fungcdo das varidveis de mnnnu

entrada A, B e C

00O

Os valores de (A,B,C) para os quais S=1 1 0010
encontram-se nas situagdes 2, 3, 5 e 6 5 0101 o
Os mintermos associados a essas 3 01 11 1.8 .
condigcdes (ou seja, os mintermos 1) sdo
mostrados na tabela ao lado 4 1000

. 5 1 01 1 A-B
Logo, a expressdo em soma de produtos =
(FND) para S serd o OU entre estes 6 1 1 01 A-B
produtos 7 1110

S = ABC + ABC + ABC + ABC
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FORMA NORMAL CONJUNTIVA

Maxtermo (ou maxitermo) é o termo soma associado a cada linha da
tabela verdade, no qual todas as varidveis de entrada estdo
presentes

Dado um dado maxtermo, se substituirmos os valores das varidveis
associadas, obteremos O

Porém, se substituirmos nesse mesmo maxtermo quaisquer outras
combinagoes de valores, obteremos 1 (saida verdadeira)

Dessa forma, se quisermos encontrar a equagdo para uma funcdo a
partir de sua tabela verdade, basta montarmos um E entre os
maxtermos associados aos Os da fungdo

CIRCUITOS LOGICOS

20



FNC: EXEMPLO

Saida S é uma fungcdo das varidveis de mnnnn

entrada A, B e C 000 ALBLC

Os valores de (A,B,C) para os quais S=0 1 0O 010 A+B+C
encontram-se nas situagdes 0, 1,4 e 7 5 0101
Os maxtermos associados a essas 3 01 1 1
condicdes (ou seja, os maxtermos 0) sdo _
mostrados na tabela ao lado . O[O ] A
5 1 011
Logo, a expressdo em produto de somas
(FNC) para S serd o E entre estas somas 6 1101
7 1110 A+B+C

S=(A+B+C)-(A+B+C)-
(A+B+C)-(A+B+0)
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SIMPLIFICACAO A PARTIR DA FORMA
NORMAL

E importante lembrar que qualquer expressdo booleana pode ser
escrita de forma padronizada, obtida a partir da tabela verdade
Produto de Maxtermos

Soma de Mintermos

Uma vez obtida a forma normal de uma fungdo booleanaq, é possivel
simplificd-la por meio de manipulacdo algébrica, respeitando os
postulados e propriedades da dlgebra booleana, com visto
anteriormente

CIRCUITOS LOGICOS
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MOTIVACAO

O estudo da simplificacdo de circuitos légicos requer o conhecimento
da dlgebra de Boole, por meio de seus postulados, propriedades,
equivaléncias, etc.

De fato, na dlgebra de Boole encontram-se os fundamentos da
eletrénica digital de circuitos

CIRCUITOS LOGICOS 24



POSTULADOS & PROPRIEDADES

Na dlgebra booleana hd postulados (axiomas) a partir dos quais sdo
estabelecidas vdrias propriedades

Existem vdrias propriedades da negagdo (complemento, inversor),
adicdo (porta E) e soma (porta OU)

Estas propriedades podem ser verificadas como equivaléncias |dgicas

Para demonstrar cada uma, basta utilizar as tabelas-verdade,
constatando a equivaléncia

CIRCUITOS LOGICOS
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SIMPLIFICACAO DE EXPRESSOES
BOOLEANAS

Usando a dlgebra booleana é possivel simplificar expressdes

A fatoracdo que consiste na aplicagdo dos postulados e propriedades
da dlgebra booleana, com o objetivo de simplificar a expressdo

Como cada circuito corresponde a uma expressdo, simplificacdes de
expressoes levam a simplificagdes de circuitos

H& duas formas para simplificar expressoes
Fatoragdo

Mapas de Veitch-Karnaugh

Veremos, a seguir, o processo de fatoragdo

CIRCUITOS LOGICOS
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REGRAS BASICAS DA ALGEBRA BOOLEANA

|dentidade X+1=1 X-0=0
P2  Elemento Neutro X+0=X X-1=X
P3 Idempoténcia X+X=X X- X=X
P4 Involugcdo ? — X ? =X
P5  Complemento X+X=1 X-X=0
P6  Comutatividade X+Y=Y+X X-Y=Y-X
P7  Associatividade X+Y)+Z=X+(Y+2) X-Y) Z=X-(Y-2)

P8 Distributividade X+ (Y -2)=X4+Y)-X+2) X-Y+2)=X-Y)+X-2)

P9  Cobertura X X+2)=X X+X-Y)=X

P10 Combinagdo (X~Y)+(X~?) — X (X+Y)-(X+7) — X

P11 Consenso X-VN+X-Z)+(Y-2) X+V)-(X+2)-(Y+2)
=X-V)+X-2) =X+Y)-X+2)

P12 De Morgan (X-|-Y)=)_(-Y (X-Y)=Y+7



EXERCICIO

Mostre, usando simplificagdo por postulados e propriedades, ou sejq,
por transformagdes algébricas que:

A+AB = A
A.(A+B) = A
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SOLUCAO

A+AB = A
A+ AB
= A.(1+B) distributiva
= A.(1) cobertura da adicdo
= A identidade da multiplicacdo

A(A+B) = A
A.(A+B)
= (A.A) + (A.B) distributiva
= A + (A.B) cobertura da multiplicagdo

= A pela prova do exercicio acima

CIRCUITOS LOGICOS
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EXERCICIO

Idem ao exercicio anterior
A+AB=A-+8B
(A+B).(A+C) = A + B.C
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SOLUCAO

A+AB=A+B
A+ AB=(A+ A.B)” identidade do complemento
= (A". (A.B)) = (A. (A + B)) De Morgan
= (A.A + A'.B)’ distributiva
= (0 + A'.B)’ elemento neutro da multiplicagdo
= (A'.B)’ identidade da adigdo
= A + B De Morgan

A+AB=A+B
A + A.B = (A + A).(A+ B) distributiva
= 1.(A+B) elemento neutro da adi¢do

= A + B identidade da multiplicagdo
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SOLUCAO

(A+B).(A+C) = A + B.C
(A+B).(A+C)
= AA + AC + B.A + B.C distributiva
= AA + A.C+ AB + B.C comutativa
= A+ AC + A.B + B.C cobertura da multiplicacdo
= A + A, (C+B) + B.C distributiva
= A.(1 + (C+B)) + B.C distributiva
= A.(1) + B.C identidade da adi¢do
= A + B.C identidade da multiplicagdo
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EXERCICIO

Simplifique as expressoes:
S=AB.C+ ABC + AB'.C
S=AB+AB
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SOLUCAO

S=AB.C + A.B.C + AB'.C

= AN.C'B’' + A.C'B + AB.C

= A.C'.(B’ + B) + A.B'.C

= A.C'(1) + AB'.C

= A.C' + AB'.C
S=AB+A.B

= A.(B+B’)

= A1)

= A

CIRCUITOS LOGICOS 34



EXERCICIO

Simplifique as expressoes:
S=AB.C+ABC+ABC+ AB.C + ABC
S = (A+B+C).(A+B+C)
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SOLUCAO

S=APB.C+ AB.C+A.BC +AB.C + ABC
= A.B.C’ + A.B.C + AB.C’ + AB.C’ + AB.C’
= A.B.C + (A.B' + A.B + AB’' + AB).C
= A.B.C + (A.B' + A.B + AB’' + AB).C
= A.B.C + (A.(B' + B) + A.(B’ + B)).C
= A.B.C + (A.(1) + A(1)).C
= AB.C+ (A + A.C
= A.B.C + (1).C’
= A.B.C + C (identidade X+(X.Y) = X+Y)
=AB+C
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SOLUCAO

S = (A+B+C).(A+B+C)

= AA + AB+AC+BA +BB+BC+CA+CB+CC
—0+AB+AC+AB+B+A.C+C
=AB+AB+AC+AC+B+C
=B.(A+A)+C.(A+A)+B+C

=B+B+C+C

=B+C
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MAIS EXERCICIOS

Simplifique as seguintes equagdes:

Y=(A-C)+(A-B-C)=C-(A+B)

B+4-B-C+WU+0) =1

+ABC+ABCD+ABD+ABCD+BCD+ A=
D+BD

L
SIENIEN

+ |l

5CD
D+C



