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‘L Sistemas Lineares

= Forma Geral
dq1Xq1 +A12X2 + e + A1 Xp = b1

A2 1Xq4 +A22X?2 + e +AINXp = b2

onde:

a;; > coeficientes
X; > incognitas
b; - termos independentes



‘L Sistemas Lineares

m Exemplo 01
2X4 +4X5 —-5x3 =5
4x1 +1X9 —5x3 =2
2X4 + 4%y +5x3 =-1
2,4,-5,4,1,-5, 2,4 e5 - coeficientes

Xy, X5 € X5 - incognitas
5 2e-1 - termos independentes



i Sistemas Lineares

na qual:
a11
dy;

A=
_an1

= Forma Matricial

b




‘L Sistemas Lineares

= Exemplo 02

» Forma Geral

2X, +4X, -5x5; =5

4x, +1x, -5x5; =2

2X; +4X, +5%x; =-1

» Forma Matricial

2 4
4 1
2 4

_5

- 5.

5_




‘L Sistemas Lineares

m Classificacao I
» Impossivel > Nao possui solucao

e Exemplo 03

X; +X, =3
2X,+2Xx,=9



‘L Sistemas Lineares

m Classificacao II

» Possivel > Possui 1 ou mais solucoes
e Determinado - Solucao unica

¢ Exemplo 04

X;+X,=4



‘L Sistemas Lineares

m Classificacao III

» Possivel = Possui 1 ou mais solucoes
e Indeterminado - Mais de uma solucgao

¢ Exemplo 05

X; +X, =4
2X;+2x,=8



‘L Sistemas Lineares

m Classificacao IV

» Possivel > Possui 1 ou mais solucoes

e Homogéneo > Vetor b=0 (x=0 sempre
existe solucao)

¢ Exemplo 06



‘L Sistemas Lineares

m Sistemas Triangulares:
» Possibilidade de

Direta
e Inferior
djq
djr;
A= dsz;y
_an1

=R

an3

- Q Q0O

nn

resolucao de forma
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‘L Sistemas Lineares

m Sistemas Triangulares:

» Possibilidade de

Retroativa
e Superior
d;; dj
0O a,,
A=|0 0
0 o0

resolucao de forma
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‘L Solucao Retroativa

m Exemplo 7:

» Dado o sistema:

3x, +4x, -5x; +x, =-10
X, +x; -2x, =-1
2x, = 2
» Primeiro passo para sua resolucao:
X, = 2 =1

2
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‘L Solucao Retroativa

m Exemplo 7:

» Segundo passo:

4x;-5x,=3
4x,-5.1=3

» Terceiro passo:

X, + X3 —-2Xx,=-1
X, +2-2-1=-1
X, =-1
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‘L Solucao Retroativa

m Exemplo 7:

» Ultimo passo:

3x,+4x,-5x;+x,=-10
3x,+4-(-1)-5-2+1=-10
x,=1
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‘L Métodos Numericos

m Diretos

» Solucao pode ser encontrada a partir de um
numero finito de passos

e Método de Gauss
e Meétodo da Eliminacao de Jordan

e Fatoracao LU
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i Métodos Numericos

m Iterativos

» Solucdo a partir de uma seqiiéncia de
aproximacoes para o valor do vetor solucao
X, até que seja obtido um valor que satisfaca
a precisao preé-estabelecida

e Método de Jacobi

e Método de Gauss — Seidel
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i Metodo de Gauss

= Proposito

» Transformacao do sistema linear a ser
resolvido em um sistema linear triangular,

» Resolucao do sistema linear triangular de
forma retroativa.
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i Metodo de Gauss

m Transformacao do Sistema Linear
» Troca da ordem das linhas;

» Multiplicacao de uma das equacoes por
um numero real nao nulo;

» Substituicao de uma das equacoes por
uma combinacao linear dela mesma com

outra equacao.
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‘L Metodo de Gauss

m Passos do Método de Gauss

» Construcao da matriz aumentada Ab

|Ab) =

dy; @12 .. Ay b,
421 @3 . d; b

an1 an2 an3 anné bn
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‘L Metodo de Gauss

m Passos do Método de Gauss

» Passo 1:

e Eliminar os coeficientes de x,; presentes
nas linhas 2,3,...,n - sendo a,; = a;; = ...
= a,; = 0 - sendo a,, chamado de pivo da
coluna

e Substituir a linha 2, L,, pela combinacao
linear

a
L,-m,,-L,, na qual: m,, =2
dj;
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i Metodo de Gauss

m Passos do Método de Gauss

» Substituir a linha 3, L;, pela combinacao
linear:

dszy

L;=L;,-my5,-L,, na qual: my, =
dj,
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i Metodo de Gauss

m Passos do Método de Gauss
» Continuar a substituicao até a linha n;
» Caso algum elemento a,,=0, achar outra
linha k onde a,,# 0 e trocar tais linhas.

Caso a linha k nao exista, o sistema linear
nao possui solucao.
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i Metodo de Gauss

m Passos do Método de Gauss

» Eliminar os coeficientes de X, nas linhas
3, 4, ..., n (fazer a;,=a,,=...=a,,, = 0);

» Eliminar os coeficientes de x; nas linhas

4, 5, Emmy n (fazer a43=a53=-u=an3 == 0) e
assim sucessivamente.
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‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 8:

» Resolver o sistema:
2X,+3X,-Xx3=5
4x,+4x,-3x;=3
22X, —-3X, + X3 =-1

e Matriz aumentada Ab

2 -3 1

2 3 -1
[Ab]=(4 4 -3 :

W
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i Metodo de Gauss

= Exemplo 8:
» Faz-se:
L,=L,-m,,-L,, my,=—===
» Assim:
L,=[4 4 -3 3]-2.[2 3 -1 5]
L=[0o -2 -1 -7]

25



i Metodo de Gauss

= Exemplo 8:

» Faz-se:
a
Ly=L;-ms;-L;, myz;=—"=1
d;;
» Assim:

L,=[2 -3 1 -1]-1.]2 3 -1 5]
L,=[0o -6 2 -6]
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‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 8:

» Obtém-se a matriz:

|Ab] =

2
0
0

3 -1
-2 -1
-6 2

5

7
6
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‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 8:

» Substituindo a linha 3 por:
L; =L; -mj3,-L;, mjy, -%2_3
a3
» Tém-se:
L.=[0 -6 2 -6]-3:[0 -2 -1 -7]

L.=[0 0 5 15]
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‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 8:

» A matriz [Ab] fica assim com os seguintes

valores:

[Ab]=

2 3
0 -2

0 0

1 5
-1 -7
5 15
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‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 8:

» Usa-se a solucao retroativa:

5X; =15 => %, =3

2X,+3-X, - X; =85>
=>2x,+6-3=53=>2x,=2= x, =1

30



‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 9:

» Resolver o sistema.
1,5x,+5,4x,+3,3x; =10
4,2x,+2,3x,+4,5x;=11,7
2,7x,+5,7x,+7,8x;=8,9

» Representando o0 sistema pela matriz

aumentada:
1,5 5,4 3,3, 10 |
[AB]=\4,2 2,3 4,5:11,7
2,7 5,7 7,8: 8,9
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‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 9:

» Escolhendo a primeira linha como pivo,
obtém-se:
L,=L,-m, L, =[4,2 2,3 4,5 11,7]-
(4,211,5) -[1,5 5,4 3,3 10]

L,=[0 -12,82 -4,74 -16,3 ]

L,=L,-m,,-L,=([2,7 57 7,8 8,9]|-
(2,71,5) -[1,5 5,4 3,3 10]

L,=[0 -4,02 -1,86 -9,1]
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‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 9:

» Representando o0 sistema pela matriz

aumentada:
1 yO
[AB] =
] 0

5.4 33 | 10

0 -12,82 -4.74 -16,3

~4,02 -1,86 -9,1
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‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 9:
» Escolhendo agora a segunda linha como
pivo, tém-se:
L; =L; -mg, -L,

L,=[0 -4,02 -1,86 -9,1]-
(- 4,02/-12,82)-[0 -12,82 -4,74 -16,3]

L,=[0 0 3,3463 -3,9888]
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‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 9:

» Obtém-se a seguinte matriz ampliada:

[AB] =

1,5

0
0

5.4
_12,82
0

33 | 10
-4,74 | -16,3

3,3463 | —3,9888
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‘L Metodo de Gauss

= Exemplo 9:

» O que termina com a triangulacao:

AL

1,5%,+5,4-%,+3,3-x,=10
0-x,-12,82-x,-4,74-x, =-16,3

0-x,+0-x,+3,3463.-x, = -3,9888
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i Metodo de Gauss

= Exemplo 9:
» Com solucao:

x, = -3,9888/3,3463=-1,1918
x, =[ -16,3 - (-4,74)-(-1,1920)]/(-12,82) = 1,7121
x, = [10 - 5,4(1,7122) - 3,3(-1,1920)]/1,5 = 3,1251
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i Metodo do Pivoteamento Parcial

m Semelhante ao método de Gauss;

= Minimiza a amplificacao de erros de
arredondamento durante as eliminacoes;

m Consiste em escolher o elemento de
maior modulo em cada coluna para ser o
pivo.
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‘L Meétodo do Pivoteamento Parcial

m Exemplo 10:

» Resolver o sistema com precisao de 4
casas decimais

1,5x, +5,4x, + 3,3x; =10
4,2x, + 2,3X, +4,5%x; =11,7
2,7x, +5,7x, +7,8x; = 8,9
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‘L Meétodo do Pivoteamento Parcial

m Exemplo 10:

» Matriz aumentada original deve ser

ajustada:
1,5 54 3,3. 10
4,2 2,3 4,5:11,7
2,7 57 78:89 N\




‘L Meétodo do Pivoteamento Parcial

m Exemplo 10:

» Sistema inalterado, elemento pivo 4, 2.

» Encontrar as novas linhas:
L,=L,-m,,-L,=[1,5 5,4 3,3 10] -
(1,5/4,2)-[4,2 2,3 4,5 11,7]

L, =[0 4,5786 1,6929 5,8214]

L,=L,-m,, -L, =[2,7 5,7 7,8 8,9]-
(2,7/4,2) -[4,2 2,3 4,5 11,7]

L, =[0 4,2214 4,9071 1,3786]
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Metodo do Pivoteamento Parcial

m Exemplo 10:

» A matriz ampliada fica da forma:

(4,2 2,3 4,5 | 11,7 ]
0 @,5786> 1,6929 5,8214
| 0 4,2214 4,90711,3786

» Como o elemento ja é o pivo da 22

coluna, tem-se:

L,=L,-m,, -L,=[0 4,2214 4,9071 1,3786] -
(4,2214/4,5786) -[0 4,5786 1,6929 5,8214]

L.=[0 0O 3,3463 - 3,9886]
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i Meétodo do Pivoteamento Parcial

m Exemplo 10:

» A matriz ampliada fica na forma:

4,2 2,3 4,5 | 11,7
0 4,5786 1,6929  5,8214
0 0 3,3463 : -3,9886
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‘L Metodo do Pivoteamento Parcial

m Exemplo 10:

» A solucao do sistema triangular que
resultou dessas operacoes é:

X, = -3,9886/3,3463 = -1,1919

x, = [5,8214-1,6929.(-1,1919)]/(4,5786) = 1,7121

x, = [11,7- 2,3(1,7121)- 4,5(-1,1919))/4,2 = 3,1252
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‘L Metodo do Pivoteamento Parcial

Exemplo 9: Exemplo 10 (com pivoteamento):

X; =-1,1918 X; =-1,1919
X, =1,7121 X, =1,7121
X, = 3,1252 X, = 3,1251

Solucao encontrada no Matlab:
X, =-1,19198135198135
X, = 1,71216783216783
X; = 3,12522144522145
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i Meéetodo de Jordan

m Consiste em efetuar operacoes sobre as
equacoes do sistema, com a finalidade de
obter um sistema diagonal equivalente;

= Um sistema diagonal é aquele em que os
elementos a; da matriz coeficiente [A]
sao iguais a zero, para i#j,

,]=1,2,...,Nn.
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‘L Meéetodo de Jordan

m Sistema diagonal equivalente:

a,, 0 O
0O a,, O
[Al=| 0 0 a,

0 0 O
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‘L Meéetodo de Jordan

m Exemplo 11:

» A partir do sistema:

X; +5X, + X3 =1
5X, +2X, + 3X3 =2
2X, + 3X, +2X; =4

» Com matriz aumentada:

[Ab]=|5
2

2 3 2
5 1 1
3 2 4




‘L Meéetodo de Jordan

m Exemplo 11:

» Substituindo a linha 2 por:
L,=L,-m,,-L,=[1 5 1 1-(1/5-[5 2 3 2]
Ao

L,=[0 4,6 0,4 0,6] m,= 2 =1/5=0,2
11

» Substituindo a linha 3 por:
L,=L;-m,,-L,=[2 3 2 4]-(25):-[5 2 3 2]

L,=[0 22 0,8 3,2, m, =2-2/5-0,4
a4
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‘L Meéetodo de Jordan

m Exemplo 11:

» A matriz ampliada resulta em:
5 2 3 2
[ab]={0 4,6 0,4 0,6
0 2,2 0,8 3,2

» Substituindo a linha 3 por:

L,=L,-m,,-L,=[0 2,2 0,8 3,2]-(2,2/4,6)-[0 4,6 0,4 0,6]
L,=[0 0 0,609 2,913 m,, =22 -22/4,6-0,478

Ay
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‘L Meéetodo de Jordan

m Exemplo 11:

» A matriz ampliada resulta em:
5 2

|Ab] =

0 46 04 0,6

0

0

3 1

0,609 2,913

» Substituindo a linha 2 por
L,=L,-m,,-L,=[0 4,6 0,4 0,6]-

(0,4/0,609)-[0 0 0,609 2,913]

L,=[0 46 0 -1,313]
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‘L Meéetodo de Jordan

m Exemplo 11:

» Matriz ampliada resulta em:

5 2 3 1
[Ab]=|0 46 o0 -1,313
0 0 0,609 2913

» Substituindo a linha 1 por
L,=[5 2 3 1-(24,6)-[0 4,6 0 -1,313]

L,=[5 0 3 1,571 m,, =2

- 2/4,6

Ay
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‘L Meéetodo de Jordan

m Exemplo 11:

» Substituindo a linha 1 por:
L,=[5 0 3 1,571|-
(3/0.609)-[0 0 0,609 2,913]
L,=[5 0 0 —-12,779] m,, = —2 = 3/0,609

» A matriz ampliada fica da seguinte forma:

5 0 0 -12,779]
[Ab]=|0 46 0 -1,313
0 0 0.609 2,913
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i Meéetodo de Jordan

m Exemplo 11:

» E as solucoes sao:

o X1 ='2,556 7 XZ= '0,285, X3=4,783
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‘L Decomposicao em LU

m O objetivo é fatorar a matriz dos
coeficientes A em um produto de duas
matrizes L e U.

» Seja:
1 0 0 .. 0] [u, u, u, ... u,]
L, 1 0 .. O 0O u,, u,; ... u,
[LU]= I3, L, 1 ... 0-]0 O wu; ... ug,
: : : . 0 : : 2
Ly b bs 1/]{[0 0 O .. u,
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Decomposicao em LU

m E a matriz coeficiente A:

a11 a12 oo aln
A — 321 azz oo azn

_an1 an2 an3 ann_

» Tem-se, entao:

B ] 1 0 0 . 0 —u11 u:|_2 u13

:11 :12 :ln |21 1 0 . 0 0 u22 u23
e i N (TR o119 9 U o

[@n1 @nz 3nz Ao by bz s . 1] |0 0 O
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i Decomposicao em LU

m Para se obter os elementos da matriz L e
da matriz U, deve-se calcular os
elementos das linhas de U e os elementos
da colunas de L como segue.
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‘L Decomposicao em LU

m 12 linha de U: Faze-se o produto da 1°
linha de L por todas as colunas de U e a
iguala com todos os elementos da 12
linha de A, assim:

1-u;; =a,; = Uy, =ay,,
1-u; =a,, => Uy, =a,,

1. U, = a3, = Uy, = Aq;s

\
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‘L Decomposicao em LU

m 12 coluna de L: Faz-se o produto de todas

as linhas de L, (da 22 a até a n?), pela 12
coluna de U e a iguala com os elementos

da 12 coluna de A, (abaixo da diagonal
principal), obtendo ,

C DY
L, U, =a,;, == y
gu
_ 31
I, U, =a3;, =3, = ’
. U4
: :
a;
I Uy, =a, =1 = y
a Usg
In
Uy
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‘L Decomposicao em LU

m 22 linha de U: Faz-se o produto da 22
linha de L por todas as colunas de U, (da
22 ate a n?), e igualando com os
elementos da 22 linha de A, (da diagonal
principal em diante), obtém-se ,

)
Ly U, +Uy, =85, = Uy, =85, — by U5,

Ly U3 +Uyz =Qs3 = Uy =a53 — by - Uyg,

L U, +U,, =a, > Uy, =a,, — ;- Uy,,

UZj B a2j - I21 ¢ ulj,j - 3,lll,nl

\
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‘L Decomposicao em LU

m 22 coluna de L: Faz-se o produto de todas
as linhas de L (da 32 até a n?) pela 23
coluna de U e a iguala com os elementos
da 22 coluna de A, (abaixo da diagonal
principal), obtendo ,

az, —l3; - Uy,

L U, + 5, Uy, =a3, =2 1, = ’

a,. —F2.u

— __ Y942 T 41 "Y12
iy U + 14 Uy =4, =1y = ’
< Uy,
ap — I -uy,
i ‘U +lp Uy =ap, =, = ’
) I, -u s
_ 92 7)1 "H412 _
II2 — ’I — 3’...’“.
U,,
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‘L Decomposicao em LU

= Temos a seguinte formula geral:
[ -1

U; = ay — E b - Ui/ 1<,

k=1
; = (a; - E Lk - Uy;) /7 Uy;, 1> ].

62



i Decomposicao em LU

@ Resumo de Passos:

» Seja um sistema Ax = b de ordem n, onde
A satisfaz as condicoes da fatoracao LU.

» Entao, o sistema Ax = b pode ser escrito
COMmo:

e LUx=Db
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i Decomposicao em LU

@ Resumo dos Passos:

» Fazendo Ux = y, a equacao acima reduz-
sealy=hb.

» Resolvendo o sistema triangular inferior
Ly = b, obtém-se o vetory.
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i Decomposicao em LU

@ Resumo dos Passos:

» Substituicao do valor de y no sistema
Ux = y = Obtencao de um sistema
triangular superior cuja solucao é o vetor
X procurado;

» Aplicacao da fatoracao LU na resolucao
de sistemas lineares = Necessidade de
solucao de dois sistemas triangulares
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i Erros - Avaliacao de Erros

® No sistema A-x = b, no qual:

[A]=

d;4
dy,

anl

d;,

d,,

an2

aln

. dyp

] ann

o erro da solucao é x — x”’.
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‘L Erros - Avaliacao de Erros

= Procedimento de Determinacao do Erro

» Determinar:
e AX' =D
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‘L Erros — Residuo

= Procedimento de Determinacao do Erro

» Fazer:
e Residuo=b-b’

Residuo =b-b'=Ax-AXx"=A(x—-Xx') = A-erro
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i Erros — Residuo

m Verifica-se que:

» O residuo nao é o erro,
estimativa do mesmo;

» Quanto for o residuo,
O erro.

uma

sera
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i Erros — Residuo

m Exemplo 12:

» Refinar a solucao do sistema:
1,5x, +5,4%, + 3,3x5; =10

4,2x, +2,3X, + 4,5x; =11,7
2,7x, +5,7x, +7,8x; = 8,9

» Cuja solucao encontrada através pelo
método de Gauss, utilizando a solucao
retroativa é:

x? =[3,1252 1,7121 -1,1918]
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i Erros — Residuo

m Exemplo 12:

» O residuo calculado é:

~0.0002"
r® —b-Ax® =(-0.0006
-0.0010

» Vé-se pelo residuo que a precisao
alcancada nao foi satisfatoria.

» O vetor x(?) @ chamado de vetor solucao.
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i Erros — Residuo

m Exemplo 12:

» Com o intuito de melhorar a solucao,
considera-se um novo vetor x(1) chamado
de vetor solucao melhorado.
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‘L Erros — Residuo

m Exemplo 12:

» De forma que : x(1) =x() + §(), onde 8 é
o vetor de correcao. Assim:

Ax(1) - p
A(x(?) +5(0))=p
Ax(9)  A5(0) —p

As(0) — p_ Ax(0)
A5(0) _ (0)
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‘L Erros — Residuo

m Exemplo 12:

» Calcular o vetor de correcao:

1,5 54 3,3: 10 |
4
2

2 2,3 4,5:11,7|.
7 5,7 7

4 [ 4 I8: 8I9_

—~0,0002 |

_ 0,0006

- 0,0010
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i Erros — Residuo

m Exemplo 12:

» A solucao é:

6(0)=

"0,0000
0,000

10,0002
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‘L Erros — Residuo

m Exemplo 12:

» Desta forma, a solucao melhorada sera:

x@) = 30 | 5(0) _

'3,1252
1,7122

-1,1920
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i Erros — Residuo

m Exemplo 12:

» Cujo novo residuo é:

r' = b - Ax" =

'0,0000
0,0000

10,0000
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i Erros — Residuo

m Exemplo 12:

» Em exemplos onde o residuo ainda nao
seja satisfeito pode-se utilizar o mesmo
procedimento:

x(2) =3 (1) +F(1)

» Assim, o0 vetor correcao 0(1), sera
calculado por A 6(1) =r(1),
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i Erros — Residuo

m Exemplo 12:
» Acha-se assim, sempre uma solucao

melhorada e com residuo tendendo a
Zero.
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