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i Calculo Numérico — Bisseccao

s Método da Bisseccao

Dada uma funcao f(x) continua no intervalo
[a,b] onde existe uma raiz unica, e possivel
determinar tal raiz subdividindo sucessivas
vezes o intervalo que a contem pelo ponto
médio de a e b.



i Calculo Numérico — Bisseccao

= Definicao do Intervalo Inicial
» Atribui-se /a,b]como intervalo inicial
® 3y=a
e by=b
» Condicoes de Aplicacao
o f(a)*f(b) <0
e Sinal da derivada constante



i Calculo Numérico — Bisseccao

= Definicao de Novos Intervalos

» Determina-se qual o subintervalo -
[a, x,] ou [x,, b]— que contém a raiz
e Calcula-se o produto f(a)*f(x,)
e Verifica-se se f(a)*f(x,) <0

¢ Se verdadeiro = ¢ € (a, x,;)
(Logoa = aeb = x,)

¢ Caso contrario= ¢ € (x;, b)
(Logoa = x,e b = b)

» Repete-se 0 processo até que o valor de x
atenda as condicoes de parada.



Calculo Numérico — Bisseccao

Xz = (a+x;)/2

f(x) 4 |
a=ad; \ 5/
— ; : L >
X1=(a+l>/

= Analise Grafica ) 4 /w

i >
b=b X f
’ e @ +x,)/2

Repete-se o0 processo até que o
valor de x atenda as condicoes de
parada.




i Calculo Numérico — Bisseccao

= Generalizacao

» ApOs n iteracoes, a raiz estara contida no
intervalo:

bo-a- %o 2

de modo que ¢ é tal que:

{bg_ao

‘g_xn+1 <




i Calculo Numérico — Bisseccao

m Jolerancia (&)

» Aproximacao de zero, dependente do
equipamento utilizado e da precisao
necessaria para a solucao do problema

A tolerancia é uma estimativa
para o erro absoluto desta
aproximacao.



‘L Calculo Numérico — Bisseccao

m Jolerancia (&)

» Considerando ‘f;—xnu‘ < {b"_aoJ :

deve-se escolher n tal que:

bo—ao)
In(
<€ = n> ‘ £ _1

In(2)

{bo_ao

2n+1




‘L Calculo Numérico — Bisseccao

= Condicoes de Parada
» Se os valores fossem exatos
e f(x)=0
® (X)—Xy11)/X =0
» Uma vez que sao aproximados

e | f(x)| < tolerancia
o |(x,—Xx;.1)/X,| < tolerancia
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i Calculo Numérico — Bisseccao

Algoritmo

k:=0,ap:=a;, by:=b; xp:=a;
X1 ¢= (@x + b/ 2
while critério de parada nao satisfeito and k < L
if flaJ)f(x,.1) < 0 then /* raizem [a; , X;.1] */
Apr1 = Af Drrg = Xpry/
else /* raiz em [x;.1, by ] */
Ax+1 = Xirt/ Dkr1 i= Dy
endif
k:=k+1; x,.,:=(a, + b)/2;
endwhile
ifk>L
parada falhou
endif

11



i Calculo Numérico — Bisseccao

Vantagens:

Facilidade de implementacao;

Estabilidade e convergéncia para a solucao
procurada;

Desempenho regular e previsivel.

O numero de interacoes é
dependente da tolerancia
considerada
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i Calculo Numérico — Bisseccao

Desvantagens:

= Lentiddao do processo de convergéncia
(requer o calculo de f{x) em um elevado
numero de iteracoes);

s Necessidade de conhecimento prévio da
regiao na qual se encontra a raiz de
interesse (0 que nem sempre é possivel);

s Complexidade da extensao do meétodo para
problemas multivariaveis.
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‘L Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 06: Resgatando o Exemplo 05,
f(x) = xlogx - 1

m Verificou-se que & [2, 3]
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i Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 06: f(x) = xlogx - 1

Considerando o método da bisseccao com
tol/ = 0,002 e adotando /[a, ,b,] = [2, 3] como
intervalo inicial, tem-se:

= Calculo da 1° aproximacao
» Xy = (ag+ by)/2 = (2,00000 + 3,00000)/2 =
x, = 2,50000
» f(x,) = f(2,50000) = -0,00510
» f(a,) = f(2,00000) = -0,39794

» Teste de Parada
e |f(x,)| =]-0,00510| = 0,00510 > 0,002
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‘L Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 06: f(x) = xlogx - 1
= Calculo da 2° aproximacao

» Novo Intervalo
o f(a,).f(x,) = (-0,39794).(-0,00510) > 0
logo: a; =x, =2,50000eb, =b,=3,00000

» X, = (2,50000 + 3,00000)/2 =
X, = 2,75000
f(2,50000) = -0,05100 < O
f(3,00000) = 0,43140 >0
f(2,75000) = 0,20820 > 0
tel25;275]
a, = a, = 2,50000 e b, = x, = 2,75000
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‘L Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 06:

s X; = (2,50000 + 2,75000)/2 = 2,62500
» £(2,50000) = -0,05100 <0 —\ * &€[25,2625]
» £(2,75000) = 0,20820 > 0 a; = a, = 2,50000

» f(2,62500) = 0,10020 >0 b; = x3 = 2,62500

= X, =(2,50000 + 2,62500)/2 = 2,56250
» f(2,50000) = -0,05100 <0\ *» &€/[25,25625]
» £(2,62500) =0,10020 > 0 a; = a, = 2,50000
» f(2,56250) =0,04720 >0 b; = x4 = 2,56250
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Exemplo 06: f(x) = xlogx - 1

Calculo Numérico — Bisseccao

k Ay by f(a,) f(b,) Xi+1 f(Xi+1)
0 2,50000 | 3,00000 -0,39794 0,43136 2,50000 | -0,00510
1 2,50000 | 3,00000 | -0,00515 0,43136 2,75000 0,20820
2 2,50000 | 2,75000 | -0,00515 0,20816 2,62500 0,10021
3 2,50000 | 2,62500 | -0,00515 0,10021 2,56250 0,04720
4 2,50000 | 2,56250 | -0,00515 0,04720 2,53125 0,02090
5 2,50000 | 2,53125 | -0,00515 0,02094 2,51563 0,00790
6 2,50000 | 2,51563 -0,00515 0,00787 2I ;;};.Il” ”; IOHOI.;ZO )
8 —_— 0/002 JJJJJJJJJJJ ”x
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i Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 07: Seja f(x) =x°—x—1

y A

Intervalo inicial atribuido: [1, 2]

Considerando-se ¢ = 0,002

f(ap) = -1
f(b,) = 5
f'(x) = 3x*—-1

4 -3 -2 -1

f(a,) * f(b,) = -5 < 0

Sinal da derivada constante
(f'(ap) = 2 ef'(by) = 11)
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i Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 07: f(x) = xX°—x—1
= Calculo da 12 aproximacao

» X, = (ap+by)/2 = (1,000000+2,000000)/2 =
x, = 1,500000

» f(x,) =1,5°-1,5—-1 = 0,875000
» Teste de Parada
e |f(x,)| =]0,875| = 0,875000 > 0,002
» Escolha do Novo Intervalo
o f(a,).f(x,) = (-1).0,875 = -0,875
logo: a,=a,=1,000000 e b,=x,=1,50000
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Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 07: f(x) = xX°—x—1

k A b, f(a,) f(b,) Xic+1 f(Xy41)
0o | 1,0000000 | 2,0000000 | -1,000000 | 5,000000 | 1,50000000 0,875000
1 | 1,0000000 | 1,5000000 | -1,000000 | 0,875000 | 1,25000000 | -0,296875
2 | 1,2500000 | 1,5000000 | -0,296875 | 0,875000 | 1,37500000 0,224609
3 | 1,2500000 | 1,3750000 | -0,296875 | 0,224609 | 1,31250000 | -0,051514
4 | 1,3125000 | 1,3750000 | -0,051514 | 0,224609 | 1,34375000 0,082611
5 | 1,3125000 | 1,3437500 | -0,051514 | 0,082611 | 1,32812500 0,014576
6 | 1,3125000 | 1,3281250 | -0,051514 | 0,014576 | 1,32031250 | -0,018711
7 [ 13200125 | 9280250 | -vorsruo | oouesre | sssaeess| ouizs
8 — 0,002 JJJJJJJJJJJJJJ >}> 21




i Calculo Numeérico — Falsa Posicao

s Método da Bisseccao

» Calcula a média aritmética dos limites do
intervalo que contém a raiz (/a, bJ)

m Método da Falsa Posicao

» Calcula a média ponderada dos limites do
intervalo que contém a raiz (/a, bJ)

22



‘L Calculo Numeérico — Falsa Posicao

m Método da Falsa Posicao

» Calcula a média ponderada dos limites do
intervalo que contém a raiz (/a, bJ)

. _af(b)-bf(a)
A f(b)- f(a)

O . __dfb)-blfca)

W © T F®-f(

f@) |---
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‘L Calculo Numeérico — Falsa Posicao

= Definicao do Intervalo Inicial

» Atribui-se /a,b]como intervalo inicial
® a,=a

e by=0b

» Condicoes de Aplicacao
o f(a)*f(b) <O
e Sinal da derivada constante
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i Calculo Numeérico — Falsa Posicao

= Definicao dos Subintervalos

» Subdivide-se o0 intervalo pelo ponto de
interseccao da reta que liga f(a)a f(b)eo
eixo das abscissas

» Verifica-se se, atraveés do teste de parada,
se x, € uma aproximacao da raiz da

equacio (£)
e Se verdadeiro = x,é a raizprocurada

e Caso contrario » define-se um novo
intervalo
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i Calculo Numeérico — Falsa Posicao

= Definicao do Novo Intervalo

» Determina-se qual subintervalo - /a,, x,/
ou /x,, b,] - contém a raiz £

¢ Calcula-se o produto f(a)*f(x,)
e Verifica-se se f(a)*f(x,) <0
¢ Se verdadeiro = ¢ € (ag x;)
Logo: a; = ape b; = x;
¢ Caso contrario = ¢ € (x4, by)
Logoa; = x,eb; = b,
» Repete-se o processo até que o valor de x
atenda as condicées de parada.
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Calculo Numeérico — Falsa Posicao

X2 = (a+x;)/2

N Anélise Gl‘éfica f(x) r\/

f(x) 4

—
X, = (a + b)/2 //
P

b=bo X

Repete-se o0 processo até
que o valor de x atenda as
condicées de parada.




‘L Calculo Numeérico — Falsa Posicao

= Condicoes de Parada

» Se os valores fossem exatos
of(x)=0
® (X;— Xier1)/X = 0
» Nao o sendo
e | f(x)| < tolerancia
o | (x,—Xx,..)/X,| < tolerancia
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Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Algoritmo
k:=0;ap:=a;, by:=b; x,:=a; Fy:= flay); G, := f(by);
Xir1+= ay = F(by_an)/(Gy_Fi); ou X,y := (a,Gy- bFi)/(Gy_Fi);
while critério de convergéncia ndo satisfeito and k<L
if flaJ)f(x,.;) = 0 then /* raizem [a, , X;..] */
Apr1°= ) Dps1 1= Xpery
else /* raiz em [x, ., b, ] */
Ar1°= Xpry/ Pres1 := by

endif
ki=K+1; X, :=a,- F(be_a)/(Gy_F);
endwhile
ifk>L
convergéncia falhou

endif 29



i Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Exemplo 08: Considerando f{(x) = x/logx - 1

Intervalo inicial atribuido: '}
[2, 3]

Considerando-se ¢ = 0,002
f(a,) = - 0,3979

f(b,) = 0,4314

f(x) = logx + 1/xIn10
f(a,) * f(by) = - 0,017165< 0
Sinal da derivada constante
(f(a,) = 0,52 e f'(by) = 0,622)
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i Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Exemplo 08:
= Calculo da 12 aproximagao:a, =2 b, =3
f(a,) =-0,3979 <0
f(by) = 0,4314 >0
X, = [2.0,4314 — 3.(- 0,3979)] = 2,4798
[0,4314 — (- 0,3979)]
» Teste de Parada

o |f(x4)] =]-0,0219| = 0,0219 > tolerancia
» Escolha do Novo Intervalo

o f(ap).f(x,) = (- 0,3979).(- 0,0219) >0
logo:a, = x, =2,4798 eb, =b,=3
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i Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Exemplo 08:

= Calculo da 22 aproximacao:a; =2,4798 b, =3
f(a;) =-0,0219<0
f(b;) =0,4314 >0
X, = [2,4798.0,4314 — 3.(- 0,0219)] = 2,5049
[0,4314 — (- 0,0219)]

» Teste de Parada

e |f(x,)] =|-0,0011] = 0,0011 < tolerancia
» Escolha do Novo Intervalo

o f(a,).f(x,) = (- 0,0219).(- 0,0011) > 0

logo: a,=x,=25049 eb,=b, =3
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‘L Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Exemplo 08:
= Calculo da 32 aproximacaoa, = 2,5049 b, = 3

f(a,) =-0,0011 <0
f(b,) =0,4314 >0

X3 = [2,5049.0,4314 - 3.(- 0,0011)] = 2,5061
[0,4314 — (- 0,0011)]
» Teste de Parada
o |f(x3)| = |-7,0118.105 | = 7,0118.10°5 < tol

(valor aceitavel de raiz)

33



Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Exemplo 08: f(x) = xlogx - 1

k ay b, f(a,) f(b,) Xi+1 f(Xy41)

o| 2000000| 3,000000| -0,3979000| 0,431400| 2,4798000| -0,021900

1| 2479800| 3,000000| -0,0219000| 0,431400| 2,5049000| -0,001100

| 2,504900| 3,000000| -0,0011000| 0,431400 | 2,5061000| -0,000070]
£ =0002 "
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i Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Exemplo 09: Seja a funcao do Exemplo 07,
f(x) =x>-x-1

Intervalo inicial atribuido:
[1, 2]

tol = 0,002

f(a,) = -1

f(b,) = 5

f(x) = 3x?—-1

f(ag)*f(by) =-5<0

Sinal da derivada constante
(fi(ap) = 2 ef(by) = 11)
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i Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Exemplo 09:
= Calculo da 12 aproximagaoa, =1 b, = 2
f(ap) =-1<0
f(b)) = 5 >0
x, =[1.5-2.(-1)] = 1,16667
[5—(-1)]
» Teste de Parada
e |f(x,)] =|- 0,5787037| = 0,5787037 > tol
» Escolha do Novo Intervalo
e f(a,).f(x,) = (- 1).(- 0,5787037) > 0
logo: a, =x, =1,16667 eb, =b,=2




Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Exemplo 09: f(x) =x°’—-x—-1

k ay b, f(a,) f(by) Xy+1 f(Xy+1)
o | 1,000000| 2,000000]| -1,0000000| 5,000000| 1,1666667| -0,578704
1 | 1,166667 | 2,000000| -0,5787037| 5,000000 | 1,2531120| -0,285363
5 | 1,253112] 2,000000| -0,2853630 5,000000| 1,2934374| -0,129542
3 | 1,293437| 2,000000| -0,1295421| 5,000000 | 1,3112812| -0,056588
4 | 1,311281| 2,000000| -0,0565885| 5,000000| 1,3189885| -0,024304
5 | 1,318988 | 2,000000| -0,0243037| 5,000000| 1,3222827| -0,010362
6 | 1,322283| 2,000000| -0,0103618| 5,000000| 1,3236843| -0,004404
7 | 1,323684| 2,000000| -0,0044039| 5,000000 | 132427950001869 ;
g - 0,002 JJJJJJJJJJJJJ ! 37



i Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Vantagens:

Estabilidade e convergéncia para a solucao
procurada;

Desempenho regular e previsivel;

Calculos mais simples que o meétodo de
Newton.
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i Calculo Numeérico — Falsa Posicao

Desvantagens:

s Lentidao do processo de convergéncia
(requer o calculo de f(x) em um elevado
numero de iteracoes);

s Necessidade de conhecimento prévio da
regiao na qual se encontra a raiz de
interesse (0 que nem sempre é possivel).

39



i Calculo Numérico — FPM

m Método da Falsa Posicao Modificado
(FPM)

Dada uma funcao f(x) continua no intervalo
[a,b], o qual contém uma raiz unica, é
possivel determinar tal raiz a partir de
subdivisoes sucessivas do intervalo que a
contém, evitando, ao mesmo tempo, que as
aproximacoes geradas pela formula de

iteracao se aproximem da raiz por um unico
lado.
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i Calculo Numérico — FPM

= Definicao do Intervalo Inicial

» Atribui-se /a,b]como intervalo inicial
® a,=a
o by=b

» Condicoes de Aplicacao
e f(a)*f(b) <0
e Sinal da derivada constante

41



i Calculo Numérico — FPM

= Definicao dos Subintervalos

» Subdivide-se o0 intervalo pelo ponto de
interseccao da reta que liga f(a)a f(b)e o
eixo das abscissas

» Verifica-se se x, € uma aproximacao da
raiz da equacao (&)

e Se verdadeiro = x,é a raiz procurada

e Caso contrario > define-se um novo
intervalo

42



i Calculo Numérico — FPM

= Definicao do Novo Intervalo

» Determina-se em qual dos subintervalos
[a,, x;Jou [x,, b,] - se encontra a raiz ¢

» 10 Teste
e Verifica-se se f(a)*f(x,) < 0

¢ Se verdadeiro = & e (a,, x;)
Logo: a, = aseb; = x;

¢ Caso contrario = ¢ € (x,, by)
Logoa; = x;eb; = b,

43



i Calculo Numérico — FPM

= Definicao do novo valor de x
» 20 Teste
» Verifica-se se f(x; )*f(x;.,) > 0
e Caso seja verdadeiro
¢ Se f(a)*f(x,) < 0

Se verdadeiro faz-se f(a)/ 2
Caso contrario faz-se f(b)/2

e Caso contrario = Permanecem os valores

» Repete-se o processo até que o valor
de xatenda as condicoes de parada.

44



Calculo Numérico — FPM

= Analise Grafica

f(x) 4

x; = (alf(xy)| +x,1f(a)] )
(If(x1) | + 1f(a)])

X2 = (a|f(xy)| + x,1f(a)] )
A (If(x) 1 + 1f(a)])

x VY

f(a1)/2—]

Repete-se o processo até que o
valor de x atenda as condicoes de
parada.

45



‘L Calculo Numérico — FPM

= Condicoes de parada
» Se os valores fossem exatos
o f(x) =0
® (Xy— X1 )/ X = 0
» Nao o sendo
e | f(x)| < tolerancia
o | (X, — X..1)/X,| < tolerancia

46



Calculo Numérico — FPM

Algoritmo
k:=0,apg:=a; by:=b; xp:=a; Fy:= f(ay); G, := f(by);
Xyr1:= g = F(be_a)/(Gy_Fi);
while critério de convergéncia ndo satisfeito and k < L
if f(a)f(x,,.,;) = 0 then /* raiz em [a, , X;,.;] */
Ayr1 = Al Bryrg = Xpstf Gy = A(Xpr1)
if f((x )f(x,.,) > 0 then F,..;, = F./2
endif
else /* raiz em [x;., b, ] */
Ar1 5= Xpst/ Prers 1= B/ Fier1 = f(Xir1)
if f((x )f(x;.,) > 0 then G,,, = G,/2
endif
endif
ki=k+1; Xpp1:= ag - Fi(br_a)/(Gx-F);
endwhile
ifk<L
X1 € Uma aproximacao aceitavel para a raiz
endif

47



i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 10: Considerando f(x) = xlogx — 1

Intervalo inicial atribuido: '}
[2, 3]
Considerando-se € = 0,002

f(a,) = - 0,3979
f(b,) = 0,4314

f(x) = logx + 1/xIn10
f(ag) * f(by) = - 0,017165< 0

Sinal da derivada constante
(f(ap) = 0,52 e f'(by) = 0,622)
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i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 10:
= Calculo da 12 aproximagcaoa,=x, =2 b, =3
f(ag) = -0,3979 < 0
f(by) = 0,4314 > 0
X; = [2.0,4314 - 3.(- 0,3979)] = 2,4798
[0,4314 — (- 0,3979)]
» Teste de Parada
e |f(x,)] =|-0,0219| = 0,0219 > tolerancia
» Escolha do Novo Intervalo
e f(a,).f(x,) = (- 0,3979).(- 0,0219) > 0
logo: a, =x,=24798 eb, =by,=3

49



i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 10:

= Calculo da 22 aproximacaoa, = 2,4798 b, = 3

f(x,)-f(x,) = (- 0,3979).(- 0,0219) > 0
f(a,).f(x,) = (- 0,3979 ).(- 0,0219) > 0
f(a,) =-0,0219 <0
f(b,) = 0,4314 >0

]

(faz f(b)/2)

X, = [2,4798.(0,4314/2) — 3.(- 0,0219)] =

[(0,4314/2) — (- 0,0219)]
X, = 2,5277

50




i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 10:
= Calculo da 22 aproximacaoa, = 2,4798 b, = 3
» Teste de Parada
o |f(x,)] =]0,018] = 0,018 > €

» Escolha do Novo Intervalo
e f(a,).f(x,) = (- 0,0219).(0,018) < 0
logo: a, = a; = 2,4798 e b, = x, = 2,5277
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i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 10:
m Calculo da 32 aproximacao: a, = 2,4798 e
b, = 2,5277
f(x,).f(x;) = (- 0,0219).(0,018) < O | [( permanece
f(a,).f(x,) = (- 0,0219).(0,018) < o} f1s) < 10))
f(a,) = - 0,0219 <0
f(b,) = 0,018 > 0
x; = [2,4798.(0,018) — 2,5277.(- 0,0219)] =
[(0,018) — (- 0,0219)]

x; = 2,5060
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i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 10:
m Calculo da 32 aproximacao: a, = 2,4798 e
b, = 2,5277
» Teste de Parada
o |f(x;)| =]|-0,000153| = 0,000153 < €

(valor aceitavel de raiz)
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Calculo Numérico — FPM

Exemplo 10: f(x) = xlogx — 1

k A b, f(a,) f(b,) Xi+1 f(Xy41)

o | 2000000 3,000000| -0,3979000| 0,431400] 2,4798000| -0,021900

1 | 2479800| 3,000000| -0,0219000| 0,431400 | 2,5277000| 0,018000

2 | 2479800 25527700 -0,0219000 | 0,018000  2,5060000| -0,000153
£ =0002 "
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i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 11: Seja a funcao do Exemplo 7,

f(lx) =x>-x—-1

Intervalo inicial atribuido: [1, 2]
Considerando-se € = 0,002

f(ap) = -1
f(bo) =5 -ll 3
f'(x) = 3x*—-1

f(a,) * f(b,) = -5 <0

Sinal da derivada constante
(f(a,) = 2ef'(b,) = 11)
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i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 11:
= Calculo da 12 aproximacaoa, =x, =1 b, = 2
f(a,) =-1<0
f(by) = 5>0
X, =[1.5—2.(-1)] = 1,16667
[5—(-1)]

» Teste de Parada
o |f(x;)] =|-0,5787| =0,5787 > €
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i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 11:
= Calculo da 12 aproximagcaoa, =x, =1 b, = 2

» Escolha do Novo Intervalo
o f(ap).f(x4) = (- 1).(- 0,5787) > 0
logo: a; = x, =1,16667 eb, = by, =2
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i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 11:
= Calculo da 22 aproximacao: a, = 1,16667 e
b, =2
f(x,).f(x,) = (- 1).(- 0,5787) > o} Faz 7BI/2)
f(a,).f(x,) = (- 1).(- 0,5787) > 0
f(a;) =-0,5787 < 0

f(b,) = 5> 0
x, =[1,16667.(5/2) — 2.(- 0,5787)] = 1,3233

[(5/2) —(-0,5787)]
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i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 11:

= Calculo da 22 aproximacao: a; = 1,16667 e
b, =2

» Teste de Parada
e |f(x,)]| =|- 0,00604| = 0,00604 > £

» Escolha do Novo Intervalo
e f(a,).f(x,) = (- 0,5787).(- 0,00604) > 0
logo: a, =x,=1,3233 eb,=b, =2
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i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 11:
= Calculo da 32 aproximagao: a, =
b, =2
f(x,).f(x,) = (- 0,5787).(- 0,00604) >
f(a,).f(x;) = (- 0,5787).(- 0,00604) >
f(a,) = - 0,00604 < 0
f(b,)=5 >0

1,3233 e

of

(Faz f(b)/2)

x; =[1,3233.(5/2) - 2.(- 0,0064)] = 1,32493

[(5/2) — (- 0,0064)]
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i Calculo Numérico — FPM

Exemplo 11:

= Calculo da 32 aproximagao: a, =
b, =2

» Teste de Parada
o |f(x;)| =]0,00078]| = 0,00078 < €

(valor aceitavel de raiz)

1,3233 e
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Calculo Numérico — FPM

Exemplo 11: f{x) = x°—-x—-1

k A b, f(a,) f(by) Xic+1 f(Xy41)

o | 1000000 2,000000| -1,0000000| 5,000000| 1,1666700 | -0,578700

;4 | 1,166670 | 2,000000 | -0,5787000 | 5,000000 | 1,3233000 -0,006040

» | 1,323300| 2,000000| -0,0060400  5,000000 +"1,3249300| 0,000780"
£=0002
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

s Método do Ponto Fixo (MPF)

Dada uma funcao f(x) continua no intervalo
[a,b] onde existe uma raiz dnica, f(x) = 0, e
possivel transformar tal equacao em uma
equacao equivalente x = g(x) e a partir de
uma aproximacao inicial x, gerar uma
seqiiéncia {x,} de aproximacoes para ¢ pela
relacdo x, ., = g(x,), uma vez que g(x) é tal
que (&) = 0 se e somente se g(&) = ¢.
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

s Método do Ponto Fixo (MPF)

Implicacao de tal procedimento:

Problema de determinacao
de um zero deif(x) ..,

* Funcao de
: iteracao

[ ¥
“‘l te,
*

. b3
........
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

s Método do Ponto Fixo (MPF)
Forma geral das funcoes de iteracao:

g(x)=x+A(x)f(x)
com A(¢) #o em & ponto fixode g(x).

= Interpretacao Grafica

» x = g(x) tem como raiz a abcissa do ponto de
interseccao da reta r(x) = x e da curva g(x).
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 12:

Seja a equacao x° + x—6 = 0.

Funcoes de iteracao possiveis:

g,(x) =6 -x°
» g.(X) = £V6 - Xx

» gi(x) = 6/x—1

» g, (x) =6/(x + 1)

Dada uma equacao do
tipo f(x) = 0, ha para
tal equacao mais de
uma funcao de
iteracao g(x), tal que:
f(x) =0 x =g(x)
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

= Analise Grafica da Convergéncia
Situacao 1

x, 71¢ quando kﬁ» 0
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

= Analise grafica da Convergéncia
Situacao 2

____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

"""" g,(x) = (6-x)™

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

{xt - .fquéando k - o
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

= Analise Grafica da Convergéncia
Situacao 3
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

= Analise grafica da Convergéncia
Situacao 4

g.(x) = 6/(Ex +1)

________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

{x,} —) fquando k - «

70



i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 13: Seja a seguinte equacao
X+x—-—6=0:

= Nao ha necessidade de uso de meétodo
numeérico para a determinacao das raizes
&, =-3el,=2

= Utilizacao desta exemplo para demonstrar a
convergéncia ou divergéncia numeérica e
grafica do processo iterativo

m Sejaaraizé,=2eg,(x)=6-x°

= Considere-se x,= 1,5e g(x) = g, (x)
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 13:Sejaaraizé, = 2,x, = 1,5 e
g, (x) =6 —x=

m X, =9g(x,)=6—-15=375

. =g(x1)=5—3752=-80625

s X, = g(x,) = 6—(-80625)? = -59,003906

s x, = g(x;) = 6 — (-59003906)* =
- 3475,4609

O Conclm-se que {x,} nao convergira para
62 =
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‘L Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 13: Analise Grafica:

s
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‘L Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 14: Seja a raiz &, =
g,(x)=v6-xe x,=1,5

s x, =g(x,) = V6-1,5= 2121320343
s Xx,=g(x,)=V6-2,121320343 = 1,969436380

s X, =g(x,) = V6 -1,969436380 = 2,007626364
» x, =g(x,) = V6-2,007626364 = 1,998092499
» x. =g(x,) = V6-1,998092499 = 2,000476818

O Concg.li-se que {x, }tende a convergir para
62 =

o
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‘L Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 14: Analise Grafica

/ y=x

-
X

{x.} = & quando k —» inf
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 15: Seja a equacdao x>’ — x—1 = 0,
Tem-se as seguintes fungoes de |teragao

posswels
_ Dada uma equacao
& gyx) =x°—1 do tipo f(x) = 0, ha
para tal equacao
& gyx) = +V1 + x mais de uma funcao
de iteracao g(x) tal
& gy(x) = 1/x3 -1 que: flx) = 0 <

X = g(x)
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 15: Seja & = 1,324930, g, (x) = V1 + x
e x,=1

" X, =g(x,)=V1+1=1,259921

" X,=g(x,)=V1+ 1,259921 = 1,312294
s X, =g(x,)= V1 + 1,312294 = 1,322354
s X, =9g(x;) = V1 + 1,322354 = 1,324269
» X, =g(x,)=V1+ 1,324269 = 1,324633

= Conclui-se que {xk} tende a convergir para
E= 1,324930
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‘L Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 15: Analise Grafica

{x} = & quando k — inf
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

= TEOREMA 2:

Sendo ¢ uma raiz de f(x) = 0, isolada em um
intervalo I centrado em & e g(x) uma funcao
de iteracao para f(x) = 0. Se

1. g(x) e g'(x) sao continuas em I

2. |lg(x)| =M< 1 Vxele

3. X, el

entdo a seqiiéncia {x,} gerada pelo processo
iterativo x, ., = g(x,) convergira para ¢ .
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 16: Resgatando os Exemplos 13
e 14, verificou-se que:

= g,(x) » geragao de uma seqiliéncia
divergentede ¢, =2

m g,(x) > geracao de uma seqiiéncia
convergentep/ &,=2

s g,(x)=6-x°e g’, (x) =-2x > continuas em
I
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 16: Resgatando os Exemplos 13
e 14, verificou-se que:

p |9, (X)]| <1 o |-2x] <l -la2<x<2

= Nao existe um intervalo Icentrado em ¢£,=2, tal
que |gx)| < 1, V x e I> g, (x) nao satisfaz a
condicao 2 do Teorema 2 com relagao a £,=2.
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Exemplo 16:
m g, (Xx)=vV6-xe g,(x)=-(1/2V6-x)

> g, (x)é continuaemS ={x eR | x <6}
> g’,(x)écontinuaemS ={x eR | x< 6}

B |9, (X)) <1I<|1/2V6-x| <1eox<575

= E possivel obter um intervalo I centrado em
£,=2, tal que todas as condigoes do Teorema
2 sejam satisfeitas.
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‘L Calculo Numérico — Ponto Fixo

= Critérios de parada

» Se os valores fossem exatos
o f(x,) =0
® | X=X =0

» Nao o sendo
e | f(x,)| < tolerancia

e | X, —x, ;| <tolerancia
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Calculo Numérico — Ponto Fixo

Algoritmo
k:=0;x,:=x;
while critério de interrupcdo nao satisfeito and k < L
k:=k+1;
Xir1 = 9O
endwhile
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Algoritmo Completo I

(1) Seja f(x) = 0 e a equacao equivalente
x = g(x)
Dados: x, (aprox. Inicial) e &; e &,
(precisoes)

Supor que as hipoteses do Teorema 2
foram satisfeitas

(2) Se: If(x,)l < £,, entdo: x "= x,. FIM
(3) Senao: k = 0; NI = 1;
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Algoritmo Completo II

(4) Xirz = 9(XJ);

(5) Se (lf(Xk_,_I)/ < &1 ou IXk+1 _Xkl < € ou NI
>1)

Entao x "= x, ., ;. FIM
(6) x, =x;.,;, NI = NI+1
Volta para (4)

x’ = Raiz aproximada
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Vantagens:
s Rapidez processo de convergéncia;

= Desempenho regular e previsivel.
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i Calculo Numérico — Ponto Fixo

Desvantagens:

= Um inconveniente é a necessidade da
obtencao de uma funcao de iteracao g(x);

= Dificil sua implementacao.
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iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

m Método de Newton-Raphson

Dada uma funcao f(x) continua no intervalo
[a,b] onde existe uma raiz Unica, e possivel
determinar uma aproximacao de tal raiz a
partir da intersecao da tangente a curva em
um ponto x, com o eixo das abscissas.

X, - atribuido em funcao da geometria do
método e do comportamento da curva da
equacao nas proximidades da raiz.
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iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

m Consideracoes Iniciais

» Método do Ponto Fixo (MPF)

e Uma das condicoes de convergéncia é que
lg(x)| =M< 1 V xeI,onde I é& um
intervalo centrado na raiz

e A convergéncia sera tanto mais rapida
quanto menor for | g(x)|

» O método de Newton busca garantir e
acelerar a convergéncia do MPF
e Escolha de g(x), tal que g’(¢() = 0, como
funcao de iteracao
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iCéIcqu Numeérico — Newton-Raphson

m Consideracoes Iniciais

» Dada a equacao f(x) = 0 e partindo da
forma geral para g(x)

g(x) = x + A(x)f(x)
» Busca-se obter a funcao A(x) tal que

giE)=o0
g(x) = x + A(x)f(x)=
g'i(x) =1+ A(x)f(x) + A(x)f(x)=
g'(¢) =1+ A(IE) + A (&)=
g(¢) =1+ A(E)(E)
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iCéIcqu Numeérico — Newton-Raphson

m Consideracoes Iniciais

» Assim
g() =0 1+A)(E) =0 A(E) = -1/F(8)
donde se toma A(x) = -1/f(x)

» Entao, dada f(x), a funcao de iteracao
g(x) = x - f(x)/f(x) sera tal que g(¢) = 0,
posto que

g'(x) = 1 —A{[F(xX)F — ) (x)}/[F(X)F
e, como f(&) = 0, g(() = 0 (desde que
f(é)=0)
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iCéIcqu Numeérico — Newton-Raphson

m Consideracoes Iniciais

» Deste modo, escolhido x,, a seqiiéncia
{x, } sera determinada por

_J(x) ,
J'(x)

xk+1 — xk

onde k=0 1, 2, ...
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iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

= Motivacao Geomeétrica
» Dado o ponto (x, , f(x,))

e Traca-se a reta L,(x) tangente a curva
neste ponto:

L.(x) = f(x,) + F(x,)(x-x;)

e Determina-se o zero de L, (x), um modelo

linear que aproxima f(x) em uma
vizinhanga x,

L(x) =0 & x=x,-1f(x/)/f(x,)

e Faz-sex, ., =x
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Calculo Numérico — Newton-Raphson

= Analise Grafica

f(x) 4

1?2 iteracao
22 jteracao
32 iteracao
4? iteracao

>
X

Repete-se o processo até que
— o valor de x atenda as
| ' condigdes de parada.
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iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

s Estudo da Convergéncia
TEOREMA 3:

Sendo f(x), f(x) e f"(x) continuas em um
intervalo I que contéem uma raiz x = ¢ de f(x) = 0
e supondo f(&) = 0, existird um intervalo I < I
contendo a raiz , tal que se x, c I, a seqiiéncia
{x, } gerada pela formula recursiva

- J(x;)
JS'(x)

Xrr1 = X

convergira para a raiz.
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iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

m Testes de Parada

»A cada iteracao, testa-se se a
aproximacao encontrada podera ser
considerada como a solucao do problema.

e | f(x,)| < tolerdancia

o | (X4.1 — X )/X11 )| < tolerancia
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‘LCéIcqu Numeérico — Newton-Raphson

Algoritmo

k:=0; xp:=x;

while criterio de interrupcdo nao satisfeito and k < L
k:=k+1;
Xi+1 ¢= X = FO )/ F (X))

endwhile
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‘LCéIcqu Numeérico — Newton-Raphson

Exemplo 17: No Exemplo 13, no qual
X+x—-6=0:

m Sejaaraizé, =2 ex, = 1,5
= Assim:

» g(x) =x-f(x)/fF(x) =x—(x°+x—-6)/(2x + 1)

» X, = g(x,) = 1,5—(1,5 + 1,5-6)/(2.1,5 + 1)
x, = 2,062500000
» X, = g(x,) = 2,000762195

» X; = g(X,) = 2,000000116
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iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

Exemplo 17: Comentarios:

m A parada podera ocorrer na 3? iteracao
(x = 2000000116), caso a precisao do
calculo com 6 casas decimais for satisfatoria
para o contexto do trabalho

m Observe-se que no Exemplo 10, no Méetodo
do Ponto Fixo com g(x) = V6 - x sO veio a
produzir x = 2,000476818 na 5° iteracao

100



iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

Exemplo 18: Considere-se a funcao
f(x) =x°-x-1, e tol = 0,002 cujos zeros
encontram-se nos intervalos:

E,el,=(-1,0) £,eI,=(1,2)
= Sejax, =1
" X1 =X - (X )/F(x,)
megx)=x—(x°-x-1)/(3x°—1)
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iCéIcqu Numeérico — Newton-Raphson

Exemplo 18:

= Calculo da 12 aproximacao

g(x) =1—-[(1)*—-1-1] =1,5
[3*%(1)2—1]

» Teste de Parada

o |f(x,)| =] 0,875 | = 0,875 > €
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‘LCéIcqu Numeérico — Newton-Raphson

Exemplo 18:

= Calculo da 22 aproximacao

g(x,) = 1.5-[ (1.5)3—1.5 — 1] = 1,3478261
[ 3%(1.5)2 —1 ]

» Teste de Parada

o |f(x;)] =] 0,100682 | = 0,100682 > €
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‘LCéIcqu Numeérico — Newton-Raphson

Exemplo 18:

= Calculo da 32 aproximacgao

g(x,) = 1,3478261 - [ (1,3478261)3 - 1,3478261 - 1 ]
[ 3%(1,3478261)2 - 1]

g(x,) = 1,3252004

» Teste de Parada

o |f(x,)] =] 0,0020584 | = 0,0020584 > €
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Calculo Numérico — Newton-Raphson

Exemplo 18:

A seqiiéncia {x,} gerada pelo método de
Newton sera:

Iteracao X F(x)
1 1,5 0,875
2 1,3478261 0,1006822
3 1,3252004 0,0020584
4 1,3247182 9,24378.10 1
5 1,3247178 { _ 1,86517.10°3];
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‘LCéIcqu Numeérico — Newton-Raphson

Vantagens:

= Rapidez processo de convergéncia;

= Desempenho elevado.
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iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

Desvantagens:

s Necessidade da obtencao de f(x) , o que
pode ser impossivel em determinados casos;

s O calculo do valor numérico de f{x) a cada
iteracao;

= Dificil implementacao.
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i Calculo Numérico — Secante

= Método da Secante

Dada uma funcao f(x) continua no intervalo
[a,b] onde existe uma raiz Unica, e possivel
determinar uma aproximacao de tal raiz a
partir da intersecao da secante a curva em
dois pontos x, e x, com o eixo das abscissas.

X, e x, - atribuidos em funcao da geometria
do metodo e do comportamento da curva da
equacao nas proximidades da raiz.
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i Calculo Numérico — Secante

m Consideracoes Iniciais
» Método de Newton-Raphson

e Um grande inconveniente é a necessidade
da obtencao de f(x) e o calculo de seu
valor numeérico a cada iteracao

» Forma de desvio do inconveniente

e Substituicao da derivada f{(x,) pelo
quociente das diferencas

F6) & [70%,) - f(X. )1/ (% ~ X))

onde x, ;e x, sao duas aproximagoes para
a raiz 109



‘L Calculo Numérico — Secante

m Consideracoes Iniciais
» A funcao de iteracao sera
a(x) = x, - (. )/[(((x) - (X, ))/ (X = X, )]

=(x. -x,.,).f(x)/[f(x)-fx_,)]
=[x, ,.f(x)—x .f(x._,)1l/[f(x) - f(x._,)]

[X, .1 F (X, ) - X, £ (X 4)]
[F(x,)-F(x.1)]

g(x) =
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i Calculo Numérico — Secante

= Interpretacao Geomeétrica
» A partir de duas aproximagoes x,_, € x,

e Obtém-se o ponto x,., como sendo a
abscissa do ponto de interseccao do eixo
ox e da reta que passa pelos pontos
(X4-: » (X)) € (X, f(x;)) (secante a
curva da funcao)
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Calculo Numeérico — Secante

= Analise Grafica

f(x) 4

12 iteracao
22 jteracao
32 iteracao
4° iteracao

>

X

Repete-se o0 processo até
que o valor de x atenda as
condicoes de parada.
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i Calculo Numérico — Secante

m Testes de Parada

»A cada iteracao, testa-se se a
aproximacao encontrada podera ser
considerada como a solucao do problema.

o |f(x)| <&

® | ((Xurz1 =X/ Xpr1 )| <&
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‘L Calculo Numérico — Secante

Algoritmo
k:=0;xp:=Xg; X1 := Xy
while critério de interrupcao nao satisfeito and k < L
k:=k+1;
Xz 1= (G ) - XA /(A) - f(%.1)

endwhile
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i Calculo Numérico — Secante

Exemplo 19: Considere-se a funcao
f(x) =x°-x-1,e & = 0,002 cujos zeros
encontram-se nos intervalos:

m Sejax,_ ,=15ex =17

n g(X) = [X; £(X) = X, . f(,.)]
[f0x) = )]
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i Calculo Numérico — Secante

Exemplo 19:
= Calculo da 12 aproximacaox, = 1,5 x, = 1,7
f(x,) = 0,875 > 0
f(x,) =2,213 > 0
X, = [1,5.(2,213) — 1,7.(0,875)] = 1,36921
[2,213— (0,875)]
m Teste de Parada
» |f(x,)| =]0,19769| = 0,19769 > €

» Escolha do Novo Intervalo

e X, =1,36921 e x,=1,5
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‘L Calculo Numérico — Secante

Exemplo 19:
= Calculo da 22 aproximacao: x, = 1,36921 e
X, =1,5
f(x,) =0,19769 > 0
f(x,) =0,875 > 0
x; = [1,36921.(0,875) — 1,5.(0,19769)] =
[0,875— (0,19769)]
X; = 1,33104
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i Calculo Numérico — Secante

Exemplo 19:

= Calculo da 22 aproximacao: x, = 1,36921 e
X, =1,5

» Teste de Parada
o |f(x;)| =10,02712] = 0,02712 > €

» Escolha do Novo Intervalo
® X, =1,33104 e x; = 1,36921
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‘L Calculo Numérico — Secante

Exemplo 19:

= Calculo da 32 aproximagao: x, = 1,33104 e
X3 =1,36921

f(x,) = 0,02712 > 0
f(x;) = 0,19769 > 0

x, = [1,33104.(0,19769) — 1,36921.(0,02712)]
[0,19769 — (0,02712)]

x, = 1,324971
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‘L Calculo Numérico — Secante

Exemplo 19:

= Calculo da 32 aproximagao: x, = 1,33104 e
X3 =1,36921

» Teste de Parada
e |f(x,)| =]0,00108| = 0,00108 < €

(valor aceitavel para a raiz)
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i Calculo Numérico — Secante

Exemplo 20: Resgatando o Exemplo 13, no
qual x> + x—6 =0
= Sejamx, =15 ex, =1,7
m Assim:
X, =[x, (X)) —x; - F(xo)]1/LF(x,) - F(%,)]
=[1,5.(-1,41)-1,7.(2,25)]/(-1,41 + 2,25)
= 2,03571
» X3 =[x, .f(x,) —x, . f(x,)1/[f(x;) - f(x,)]
= 1,99774
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i Calculo Numérico — Secante

Exemplo 20: Resgatando o Exemplo 13, no
qual x> + x—6 =0

m Assim:

¥ X, =[x F(X3) = x5 . F(5)1/[F(x5) - f(x5)]
= 1,99999

m Comentarios:

» A parada podera ocorrer na 3 iteracao
(x = 1,99999), caso a precisao do calculo com 5
casas decimais for satisfatoria para o contexto do
trabalho
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iCéIcqu Numeérico — Secante

Vantagens:

= Rapidez processo de convergéncia;

= Calculos mais convenientes que do método
de Newton;

= Desempenho elevado.
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iCéIcqu Numeérico — Secante

Desvantagens:

m Se o calculo f(x) nao for dificil, entao o
meétodo logo sera substituido pelo de
Newton-Raphson/

s Se o grafico da funcao for paralela a um dos
eixos e/ou tangencia o eixo das abscissas
em um ou mais pontos, logo nao se deve
usar o meétodo da Secante;

= Dificil implementacao.
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