Analise Numérica

Renato Martins Assuncao
DCC - UFMG

2012

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG) Andlise Numérica 2012

1/53



O que é interpolacdo

@ Interpolar: inserir ou estimar um novo termo entre os termos de
uma sequéncia.

@ Basicamente, serve para estimar uma curva em pontos n3o
observados.

@ Vamos ver um exemplo:

o Tecidos tingidos com corantes.

o Interesse em saber como os fatores envolvidos na fabricacdo de
corantes afetavam a resisténcia do tecido tingido.

o Um dos fatores era x = temperatura, variando de 50 a 60 graus
centigrados.

o Experimento com 10 niveis diferentes de tempreratura.

o Em cada um mediu-se y = resisténcia do tecido.

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG) Andlise Numérica 2012 2 /53



Resultado do experimento
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Queremos mais

@ Seja y(x) = resisténcia do tecido quando corante é fabricado com
temperatura x.

@ Temos o valor y(x) para 10 valores distintos de x.

@ Deseja-se a curva y(x) para todo x e n3o apenas para os 10
valores de x usados no experimento.
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O que gostariamos de ter

T T T T T T
50 52 54 56 58 60

Renato Martins Assuncio (DCC - UFMG) Anslise Numérica 2012 5/53



Como obter esta curva?

@ Para obter a curva, podemos fazer mais experimentos com outros
valores de temperatura.

@ Implica em aumento de custo, mais tempo.
@ E sempre haverdo pontos x ndo testados.

o Podemos obter uma APROXIMAGAO para a curva y(x)
verdadeira fazendo uma interpolacdo entre os pontos conhecidos
da curva.

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG) Andlise Numérica 2012 6 /53



Interpolagdo

Interpolacao linear
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Interpolagdo

Temos apenas uma aproximacao
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Como é feita esta aproximacao?

@ Simplesmente conectamos os pontos sucessivos com segmentos de

retas.
@ Por exemplo, entre x =52 e
x = 54 temos y(52) =7.36 e
N . y(54) =5.41.
] /\ @ Ent3o, entre x = 52 e x = 54,
/ﬁ R a curva y(x) é aproximada pelo
T : polinémio de grau 1
iy S, P(x) = y(52) + m (x — 52)
i e onde
- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ m = (y(54) — y(52))/(54 —52).
50 52 54 . 56 58 60 ° |sto é’

P(x) = 7.36 — 0.975 * (x — 52).
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Lembrando
e Equagdo de linha reta passando por (x1,y1) e (x2,y2) com x; # xp
pode ser escrita como
y=a+mx(x—x)
@ Inclinagdo: m = (y2 — y1)/(x2 — x1).

@ Quando x = xq, reta deve ser = y1 — a = yl.

Vi Q (x1,¥1)

| (x2,¥2)
Y2

X1 X3
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Outra forma

@ Polindmio P(x) = ag + a1x deve passar por (x1,y1) € (x2,)2).

@ Ent3o devemos ter as seguintes equacgdes satisfeitas:
oy = P(Xl) = ag + a1xy
o yo=P(x)=a0+ax

@ Para obter os coeficientes ag e a; devemos resolver o seguinte
sistema de equacoes lineares:

yi|_|laotxa | _ |1 x ao
¥ lag + x0a1 1 x ar

@ Isto é
—1
a 1 x 2 X2 — X1
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Interpolagdo

PolinGmios interpolantes

@ Por que n3do interpolar usando uma fun¢do menos rigida que
segmentos de reta?

@ Talvez um polinbmio que passe suavemente pelos pontos
obervados forneca uma aproximag¢do melhor.

@ Como obter um polindmio deste tipo?
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Alguns fatos sobre poliménios

@ Polindmio P(x) de grau n
P(x) = a0x° + arxt + ax® + ...+ apx”

onde ag, a1, . . ., a, sdo constantes reais (coeficientes do polindmio).

@ Devemos ter a, # 0 para que o termo x, apareca e o polindmio
seja de grau n.

@ Uma raiz de um polinémio é um valor r (real ou complexo) tal que
P(r)=0.

@ Todo polindmio de grau n possui exatamente n raizes (reais ou
complexas).

@ Todo polindmio de grau n pode ser escrito da seguinte forma:
P(x) =an(x —n)*...%(x —r,) onde r,...,r, sdo as raizes
(reais ou complexas) de P(x).
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PolinGbmios passando por pontos

@ Retas: polinbmios de grau 1

@ Parabolas: polinémios de grau 2

@ Dois pontos num plano:
o Uma e somente uma reta (polinémio de grau 1) passa por dois
pontos distintos no plano.

o Infinitas pardbolas (polinémios de segundo grau) passam por dois
pontos.
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Dois pontos = Uma reta
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Dois pontos =- infinitas parabolas

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
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Trés pontos nao-colineares

@ Uma, e somente uma, pardbola (polindmio de segundo grau) passa
por estes 3 pontos.
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Generalizacao

@ Dados n pontos no plano, com coordenadas horizontais xi, ..., Xy
distintas, existe um, e apenas um, polindmio de grau n — 1 que
passa por eles.

@ Existem infinitos polinGmios de grau maior que n — 1 que passam
pelos pontos.

@ Tipicamente, ndo haverd polinbmio de grau < n — 1 passando
pelos pontos (a exce¢do é quando eles estiverem numa disposicdo
muito especial: colineares no caso de n=3, por exemplo).
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Poliémios interpolantes

@ Como obter este tinico polinémio de grau n — 1 que passa pelos n
pontos (x1,¥1), .-+, (Xn, ¥n)?
@ Vamos comegar com 3 pontos (xi, y1), (x2,¥2), (x3, ¥3)
o y1 = P(x1) = ap + arxq + axx?
o yo = P(x2) = ap + axo + ax3
o y3=P(x3) = a0 + a1xs + 2253

@ Isto implica num sistema linear de 3 equac¢des e 3 incégnitas:

1 x1 x| ao %1
2

1 X2 Xp al = 2]
2

1 x3 x5 ar y3

@ Uma matriz com este formato especial é chamada de matriz de
Vandermonde.
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Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG)

@ Uma matriz com este formato
Vandermonde.

Andlise Numérica

Interpolagdo

Caso geral
e Com n pontos (x1,y1),---,(Xn, ¥n), devemos satisfazer
simultaneamente as seguintes equagoes:
e y1 = ag+ aixi + 82X12 +...+ a,,,lxl'F1
@ Yo = ap + aixe + 32X22 +...+ an,1X2'171
o .
o Yn=ag+aixy+ a2 +...+a,1xi !
@ Isto implica num sistema linear de n equagdes e n incdgnitas:
2 n—1
1 x1 x12 Xq . ag )%
1 x x Xy~ ai |
2 n—1
1 x, x; Xp an-1 Yn

especial é chamada de matriz de

2012



Fatos sobre polindomios

@ Soma de polinémios ainda é um polindmio: P(x) 4+ Q(x)
e Grau de P(x) + Q(x) = max{grau(P(x)), grau(Q(x))}
@ Quando o grau pode ser < ?

@ Uma, e sé uma, reta passa por dois pontos.

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG) Andlise Numérica 2012 21 /53



Polindmios de Lagrange

o Esta solucdo geral através da matriz de Vandermonde ndo é
numericamente estdvel: a matriz de Vandermonde tem ndmero de
condi¢do muito grande e pode gerar solugdes com erros de
arrendondamento muito grandes se o sistema for grande.

@ Lagrange escreveu este polinomio geral que passa por n pontos de
uma forma que é numericamente mais estavel.

@ Para entender seu raciocinio, vamos considerar um polinémio de
grau n — 1 que distingue o primeiro ponto:

(x —=x)(x —x3)...(x — xn)

Pi(x) = (x1 —x)(a —x3)...(x1 — xn

))/1.
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Interpolagdo

@ Para ficar menos abstrato, vamos imaginar que temos apenas 3
pontos:
o (x1,;)=1(0.2,3.4)
° (X27y2) = (04770)
° (X3,y3) = (07,44)

Ja sabemos que existe apenas
uma Unica pardbola passando
por trés pontos.

(x = x)(x — x3)

(1 —x)(xa — x3)
(x—0.4)(x —0.7)

02-0m02—07) " >*

Pl(X) =

00 02 04 06 08 10
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Interpolagdo

o (x1,y1) = (0.2,3.4) ol
o (x2,y2) = (0.4,7.0) |
o (x3,y3) = (0.7,4.4)

_ (x=x)x—x) N
Pl = (a —x)(a — X3)y1

_ (x —0.4)(x —0.7) 5.

= (02—=o04)02-07) " >*

00 02 04 06 08 10

e Veja que Pi(x) é um polindmio de grau n —1 = 2.

@ Além disso, ele vale zero quando x = x2 = 0.4 e quando
x =x3=0.7 (isto é, P1(0.4) = P1(0.7) =0).

e No ponto x = x; = 0.2, a fragdo vira 1 e P1(0.2) = y; = 3.4.

@ Assim, P1(x) é uma pardbola que passa em (x1,y1) = (0.2,3.4) e
que passa em (xz,0) = (0.4,0) e em (x3,0) = (0.7,0) — n3o é o
que desejamos!!
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Ainda com os trés pontos:
@ (xi,y1) =1(0.2,3.4)
@ (x2,y2) =(0.4,7.0)
@ (x3,y3) = (0.7,4.4)

Vamos considerar o polindmio que <
distingue o segundo ponto

(x — x1)(x — x3)

Polr) = (e —x)(e —x3) " -
(x = 0.2)(x — 0.7)
= *7.0 T T T T T T
(0.4 — 02)(04 — 0,7) 00 02 04 06 08 10

@ P>(x) é um polindmio de grau n — 1 = 2, vale zero quando
x=x1 =02ex=x3=0.7 (isto é P»(0.2) = P»(0.7) = 0).
e No ponto x = xp = 0.4, a fragdo vira 1 e P»(0.4) = y» = 7.0.

@ Assim, P(x) é uma parabola que passa em (x2,y2) = (0.4,7.0) e
que passa em (x1,0) = (0.2,0) e em (x3,0) = (0.7,0).

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG) Anélise Numérica 2012 25 /53



Interpolagdo

@ Repetimos este procedimento com o terceiro ponto obtendo um
terceiro polindmio P3(x) de grau 2.

@ Juntamos tudo agora somando os trés polinomios de grau 2:
° P(x) = P1(x) + Pa(x) + Ps3(x)
@ P(x) é um polindmio de grau 2 tal que:

P(Xl) = Pl(X1)+P2(X1)+P3(X1):y1+0_|_0:y1
P(X2) = Pl(X2)+P2(X2)+P3(X2):O+y2+0:y2
P(X3) = Pl(X3) + P2(X3) + P3(X3) =04+0+y3=1y3

@ Como existe apenas um Gnico polindmio de grau 2 que passa por
estes trés pontos, nds encontramos este (nico polindmio: é
P(x) = P1(x) + Pa(x) + P3(x).
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Polindmios de Lagrange

o (x1,y1) =(0.2,3.4)
° (X2a.y2) = (04570)
° (x3,y3) = (0.7,4.4)
@ Isto é, o polindbmio interpolante é dado por
P(x) = Pi(x) + Pa(x) + P3(x)
B (x — x)(x — x3) (x — x1)(x — x3) (x — x1)(x — x2)
- [(X1 —x)(x1 — X3)yl] - {(Xz —x1)(x — Xg)yz} - [(X3 = x1)(x3 *Xz)ya)]
{ (x — 0.4)(x — 0.7) 34l 4 (x — 0.2)(x — 0.7) . 7‘0} . { (x — 0.2)(x — 0.4) *4'4]
(0.2 — 0.4)(0.2 — 0.7) (0.4 — 0.2)(0.4 — 0.7) (0.7 — 0.2)(0.7 — 0.4)
X — Xj)
e A férmula geral é: | P(x) = =)
g ( ) Z i ZYI H ( X — XJ)
i=1 i=1  j=1;j#i
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Interpolagdo

Exemplo

T T T T T T
50 52 54 56 58 60

Xa

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG) Andlise Numérica 2012 28 / 53



Lagrange - pros e cons

e Mondmios: p(x) = ag + aix + ...+ apx" resulta em mau
condicionamento.

@ Mondmios: mas avaliar a interpolacdo monomial é barata.

@ Lagrange: muito bem comportado mas avaliar a interpolacdo de
Lagrange é caro (cada P;j(x) é um polindmio de grau n—1 e a
soma P(x) n3o é facilmente reduzida a um polindmio usual).
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Polindmios de Newton

Um polindmio pp(x) com grau n baseado em n+ 1 pontos.
Um novo ponto é observado. Como atualizar p,(x) passando a
Pn+1(x)?

N3o queremos recalcular todos os valores. ..

E possivel fazer isto?

Sim: polindmios de Newton.
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Comecando com 2 pontos

e Equagdo de linha reta passando por (xp, yo) e (x1,y1) com x; # xo
@ y=ap+ a1 *(x— xp).

e Inclinagdo: a1 = (y1 — y0)/(x1 — x0)-

@ Quando x = xp, reta deve ser = yp = a = yp.

@ Assim, equagdo é p1(x) = yo + A-X, (x — x0)-
X1 — Xo
Vit o (X1,Y1)
(x2,Y2)
Y2
Xy X2

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG) Andlise Numérica 2012 31/53



Passando por 3 pontos
Temos p1(x) = ap + a1 * (x — xp)
Um novo ponto entra: (x2, y2).

Como obter o polinbmio que passa pelos 3 pontos?

Se reescrevermos este polindmio desta forma:

p2(x) = a5 + aj(x — xo0) + a5(x — x0)(x — x1) ,

o problema fica muito fécil: tome ag = ap e aj = a1.
Isto é, os MESMOS DE ANTES (os mesmos de p;(x)).
Neste caso, ag = yo € a] = (y1 — ¥0)/(x1 — xo) e portanto

1= Y (x —x0) + a3(x — x0)(x — x1) ,
X1 — Xo

p2(x) = yo +

Resta apenas obter a5 e este também é muito simples como
veremos a seguir.
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Trés pontos

@ Considere os dados
X0 | X1 | X2
Yo | yi| )y

@ Queremos encontrar ag, a1, € a» no seguinte polinémio tal que este

se ajuste aos dados:
p2(x) = ag + a1(x — x0) + az2(x — xo)(x — x1)

@ Combinando os dados obtemos trés equagdes para determinar
nossos trés a; desconhecidos:

emxg yp=ap+0+0
emx; :yir=ao+ai(xi—x)+0
em xp Yyp=ap+ al(xl — Xo) + 32(X2 — Xo)(X2 — Xl)
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Trés pontos

@ Ou em forma matricial

1 0 0 ao Yo
1 x1—Xx0 0 ai Y1
1 xo—x0 (% —x0)(x—xi) a ¥2

= Triangular inferior.

= Somente O(n?) operacdes.
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Interpolagdo - Newton

Trés pontos

o Utilizando Substituicdo Forward para resolver este sistema
triangular inferior obtemos:

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG)

Yo = f(x0)
Y1 —4ao
X1 — X0
f(x1) — f(xo)

X1 — X0
Y2 —ao — (X2 - Xo)al

(X2 - X1)(X2 - Xo)

f(x2) — Fxo0) — (2 — xp) L)=F10)

X1—X0
(x2 — x1)(x2 — x0)

fa)=f(x1) _ f(x1)=f(x)
X2 —X1 X1 —X0

X2 — Xp

Andlise Numérica 2012
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Polindmios de Newton

@ Polindmios de Newton s3o da forma
Pn(x) = ap+a1(x—xo)+az(x—xo)(x—x1)+as(x—xo)(x—x1)(x—x2)+. ..

@ A base usada é ent3o

funcao ordem
1 0
X — Xp 1
(x — x0)(x — x1) 2

(x —x0)(x —x1)(x —x2) 3
@ Lagrange e Newton acham O MESMO polindmio, apenas
expressam e calculam de forma diferente.

@ O calculo de Newton é estdvel numericamente (como Lagrange)
mas é computacionalmente mais eficiente que Lagrange (menos
operagdes).
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De volta aos trés pontos

@ A partir do exemplo com 3 pontos, vemos um padrao. Existem
muitos termos da forma

fxj) — f(xi)

X =%

@ Estes s3o chamados de diferencas divididas e sdo denotados com

colchetes . .
Flg] = L0 =T
Xj = Xi
@ Aplicd-los aos nossos resultados:
ao = yo=f[xo]
a1 = flxo,x]
_ flx, xe] — flxo, xi]
dy =
X2 — X
= f[x0, x1, x2]
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Interpolagdo - Newton

Exemplo

@ Para os dados

x|1 -4 0
y|3 13 -23

@ Encontre o polindmio de mterpola(;é de segunda ordem usando Newton.

@ Sabemos que

E que

Entdo

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG)

ao

ai

ap

p1(x) = ap + a1(x — x0) + a2(x — x0)(x — x1)

fixo] = f1] = £(1) =
f(x1) — f(xo) 13-3

f[xo, - _ _
[x0, x1] o ——
f —f
fxo0, x1, x2] = w
X2 — Xo
_23-13  13-3
0——4 = 41
0-1
+ —7
-1

pi(x) =3—-2(x—1)+7(x — —1}{x+4)
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Diferencas divididas

Propriedade Recursiva

f[Xl, ‘e ,Xk] — f[Xo, ‘o 7Xk71]
Xk — X0

f[Xo,...,Xk] =

@ Com as duas primeiras definidas por

flx] = f(x)
flxi] — flxi]

f[XhXj] = o — x
Wi 1
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Interpolagdo - Newton

N3o importa a ordem usada

Teorema da Invariancia

f[xo,...,xk] é invariante sob todas permuta¢des dos argumentos

X0y - v oy Xk

e “Prova” simples: f[xp,x1,...,xk] é o coeficiente do termo x¥ no

polinémio de interpolacdo f em xp, ..., Xxx. Mas qualquer
permutagdo do x; ainda fornece o mesmo polindmio.

@ Isto diz que também podemos escrever

f[X,'_,.]_,...,XJ'] — f[X,',...,XJ'_]_]
Xj = Xi '

f[X,', e ,Xj] =
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O jeito facil: tabelas

@ Podemos calcular as diferencas divididas de maneira muito mais
simples usando tabelas. Para construir a tabela de diferenca

dividida para f(x) para o xp, ..., X3
X f[] f[’] f[?a] f[v,v]
xo | flxo]
f[Xo,Xl]
x1 | f[xi] f[x0, x1, x2]
f[Xl,Xz] f[Xo,Xl,XQ,X3]
x| f[x] fx1, x2, x3]
f[XQ,Xg]
x3 | f[x3]
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Interpolagdo - Newton

O jeito facil: tabelas

@ Passo 1: calcule f[xp, x1]

X f[] f[7] f[,’] f[”,]
X0 f[Xo]

f[xo, x1]
x1 | flxi] f[x0, x1, x2]

f[Xl, X2] f[Xo,X]_,Xz,X3]
xp | flx2] fx1, x2, x3]

f[XQ, X3]
x3 | f[xs]
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Interpolagdo - Newton

O jeito facil: tabelas

@ Passo 2: calcule f[xi, x2]

X f[] f[7] f[,’] f[”,]
X0 f[Xo]

f[xo, x1]
x1 | flxi] f[x0, x1, x2]

f[X]_,X2] f[Xo,X]_,Xz,X3]
x| f[xo] fx1, x2, x3]

f[XQ,X3]
x3 | f[xs]
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O jeito facil: tabelas

@ Passo 3: calcule f[xy, x3]

X f[] f[7] f[,’] f[”,]
X0 f[Xo]

f[xo, x1]
x1 | fxi] f[x0, x1, x2]

f[Xl, X2] f[Xo,X]_,Xz,X3]
x| f[xo] fx1, x2, x3]

f[X2, X3]
x3 | f[x3]
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Interpolagdo - Newton

O jeito facil: tabelas

@ Passo 4: calcule f[xg, x1, x2]

x| 11| f[.] flv- ] vl
X0 f[Xo]

f[xo, x1]
x1 | fxi] f[x0, x1, 2]

f[Xl, X2] f[Xo,X]_,Xz,X3]
xo | flxa] fx1, x2, x3]

f[XQ, X3]
x3 | f[x3]
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Interpolagdo - Newton

O jeito facil: tabelas

@ Passo 5: calcule f[xi, x2, x3]

X f[] f[7] f[,’] f[”,]
X0 f[Xo]

f[xo, x1]
x1 | fxi] f[x0, x1, x2]

f[Xl, X2] f[Xo,X]_,Xz,X3]
xp | flx2] fx1, x2, x3]

f[X2, X3]
x3 | f[x3]
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Interpolagdo - Newton

O jeito facil: tabelas

@ Passo 6: calcule f[xp, x1, X2, x3]

X f[] f[7] f[,’] f[”,]
X0 f[Xo]

f[xo, x1]
x1 | fxi] f[x0, x1, 2]

f[Xl,XQ] f[X(),Xl,XQ,X:;]
xp | flx2] fx1, x2, x3]

f[XQ, X3]
x3 | f[x3]
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Exemplo com tabela

@ Construa a tabela de diferencas divididas para os dados

x|1 2 o0 2

yT3 &3

e construa o polindmio de interpolagdo de maior ordem.

@ Podemos calcular as diferengas divididas muito mais facilmente usando tabelas.

Para construir a tabela de diferenga dividida para f(x) para o xo, ..., X3
x | FL1 | FEL | ]| FLes s
1 3

1
2
3| 13 1
2 4 3
1
5 i —2
0 3 —3
2 ’
5 3
2| 3
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Exemplo com tabela

@ Passo 1:
x | L1 FEs ] | fLs ] | FL ]
1] 3
1
3| 13 : 1
2 4 1 3 5
0| 3 ° 5
2 3
3
5
2] 3
@ Passo 2:
X f[q f[V J f[W H'] f[?'7'71
1] 3
1
3| 13 2 1
2 4 3
3 -2
0| 3 -3
2 3
3
5
2| 3
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Exemplo com tabela

@ Passo 3:
x | L1 FEs ] | fLs ] | FL ]
1] 3
1
3| 1 2 1
2 4 1 3 L
0| 3 ° 5
2 3
3
5
2] 3
@ Passo 4:
X f[q f[V J f[W H'] f[?'7'71
1| 3
1
3| B : 1
2 4 3
3 -2
0| 3 -3
2 3
3
5
2| 3
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Exemplo com tabela

@ Passo 5:
x | LA | flssl | L]
1 3
1
3| 13 2 1
2 2 3
3 -2
5
0 3 , -3
3
5
2] 3
@ Passo 6:
X f[q f[V J f[W H'] f[?'7'71
1 3
1
3| | 7 1
2 4 3
3 -2
5
0 3 , -3
3
5
2] 3
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Terminando o exemplo

f['v'v'] f[':"'r']

x | I | I,
1] 3
1
3| 13 ’
2 4 L
3
0| 3
2
3
5
2] 3

Os coeficientes estdo disponiveis prontamente e nds chegamos em

1

p2() =3+ 20— 1)+ (= 1)

3

(+-2) 2t (- 2)
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Cautela

@ Polindmio de Lagrange é muito simples mas n3o é o fim da histdria.

@ Infelizmente, o polinémio de Lagrange nem sempre fornece
solucdes satisfatorias.

@ Quando a funcdo que queremos aproximar possui oscilacdes, o
polinbmio pode apresentar oscilagdes muito maiores do que o é
razodvel supor que existe na funcdo real.

@ Isto é, o polinGmio costuma apresentar oscilacoes muito
acentuadas, especialmente nos extremos e se o seu grau é elevado.
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