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Resumo

Ese artigo apresenta uma introducdo acs
Modelos Escondidos de Markov (HMM). Uma
apresentacdo formal de todos os eementos do
HMM é mostrada, bem como ¢s trés problemas
bésicos do HMM que devem ser resolvidos para
gue o modelo possa ser utilizado em aplicagdes
do mundo real, bem como a solugdo paa os
mesmos. Algumas limitacBes e \antagens

também sdo apesentadas.

1 Introducéo

Os processos no mundo red
gerdmente produzem sinais (seqiéncia de
observagdes). Os snais podem ser discretos
(caracteres de um afabeto finito, vetores
guantizados de um alfabeto ou codebook) ou
continuo (exemplo de vozes, medidas de
temperatura, misica, etc). A fonte do sind pode
ser estaciondria (propriedades estatisticas ndo
variam com o tempo) ou ndo estaciondria
(propriedades  estatisticas variam sobre o
tempo). Além dis, os shais podem ser puro
(vem somente de uma fonte restrita) ou ndo
puro (ruido, outras fontesde sinais) [13].

O objetivo nese @so € @racterizar 0s
sinais do mundo real em termos de modelos de

sinais, pois.

« Um modelo de sinal pode prover a base
para uma descricdo tedrica de um
sistema de processamento de sinal, o
qual pode ser usado pera processr o
sinal, bem como pover uma saida
desgjada;

e Os modelos de sinais sdo capazes de nos
levar a grender bastante sobre a fonte
do sinal (posshilidade de smular a
fonte);

* Os modelos de snais trabalham
extremamente bem na prética e nos
permite rediza importantes sstemas
préticos. Ex: sistema de reconhedmento.

Os gnais podem ser modeados
utilizendo-se as clases deterministas ou
edtatisticas.  Os  modelos
gerdmente exploram algumas propriedades

deterministas

especificas do sinal. Tudo que é requerido é
determinar (estimar) valores dos pardmetros do
modelo do sina (amplitude, freqiéncia ...). Os
modelos  edtatisticos  tentam  caracterizar
somente propriedades estatisticas dos Snais
(processos de Gauss Poison, Markov, HMM
entre outros).

O principal interese nese atigo é
descrever sobre 0s modelos  estatisticos,
especificamente sobre HMM (Hidden Markov
Modd).



HMM foi descrito pela primeira vez a0
find dos anos 60 e inicio dos anos 70 [2] [3]
[5]. A aplicacho deses modelos em
reonhedmento de palavras comegou a ser
utilizada em meados dos anos 70 [1].

Durante os Ultimos 15 anos, HMM tem
sido largamente aplicado em varias aress,
incluindo remnhedmento de voz [11] [14],
modelagem de linguagens [9], remnhedmento
de paavras manuscritas [10] [17] [18],
verificaggo  on-line  de assnatura [19],
aprendizado de agBes humanas [20], detec@o
de falhas em sistemas dindmicos [16] e
reconhedmento de moving light displays[7].

HMM ¢é um processo dupdamente
estocastico, com um processo estocastico nao
visivel, o qual ndo é observavel (dai o nome de
escondido), mas que pode ser observado através
de outro processo estocastico que produz a
sequéncia de observactes [13].

Os processos escondidos consistem de
um conjunto de etados conedados por
transi¢Bes com probabili dades (autdmato finito),
enguanto que 0s processos observaveis (ndo
escondidos) consistem de um conjunto de saidas
ou abservagdes, cada qual podem ser emitido
por cada estado de acordo com alguma saida da
funcdo de densdade de probabili dade (fdp).

Dependendo de sua fdp, vérias classes
de HMM' s podem ser distinguidas, a seguir:

o Discreta — olservagdo discreta por
natureza ou discretizada por vetor
gquantizado produzindo assm um
alfabeto au codebook.

e Continuo — observagdo continua, com
sua fdp continua usualmente aproximada
para uma mistura de distribui¢cdo normal.

* Semi-continuo — entre 0 dscreto e o

continuo (hibrido).

HMM tem se tornado recentemente, a

para o]
reonhedmento da fala Esss modeos

abordagem predominante
estocasticos tem sido mostrados particularmente
bem adaptados para caacterizar a variabilidade
envolvida em sinais que variam no tempo. A
maior vantagem do HMM situa-se na sua
natureza probabilistica, apropriada para snais
corrompidos por ruidos ta como a fala ou
escrita, e na sua fundagdo tedrica devido a
existéncia de algoritmos poderosos para gustar
automaticamente os parémetros do modeo
através de procedimentos iterativos [19].

Na se@@o 2 serdo apresentados os
elementos do HMM, na seg@o 3 as suas
principais arquiteturas, na 4 serdo discutidos os
trés problemas bésicos do HMM, na se¢do 5 o
problema de remnhedmento, na se@o 6

algumas limitacOes e vantagens do HMM.
2. Elementosde um HMM

Um HMM para & observagdes de
simbad os discretos é aracterizado por:

* N, o nimero de estados no modelo. Os
estados individuais sdo rotulados como {1,
2, ...N} eoestado notempot como g; .

* M, o nimero de simbdos de observagdes
digintos por estado, por exemplo, o
tamanho do alfabeto discreto. Os Smbdos

individuais sfo  denotados  como
V ={v,V,,...Vn ).

» A  distribuicdo de probabilidade da

transiggo do estado A ={a; } onde:

aij:P[qu:”qt:i],lSi,jSN (@)

Para o caso especial onde qualquer estado
pode alcancar qualquer outro estado em



uma smples etapa, tem-se g >0 para
todo i, j. Para outros tipos de HMM,
podem-seter a; =Oparaum ou mais pares
.]).

e A  distribuicdo de probabilidade de
simbdos de observagtes, B ={b;(k)}
define adistribuicgo de simbdos no estado
i»1=1,2,...,N, onde:

b (K) =P[O, =v, |q =], 1<i<sM (2

+ A distribuigdo do estado inicial m={m},
onde;

m =Plg =i], 1<i<N 3)
Pode-se observar que uma completa
especificacdo de um HMM requer espedficacdo

de dois par@metros do modelo, N e M,

especificacdo da observacdo de simbdos, e a

especificagdo de trés conjuntos de medidas de

probabili dade A, B e 1. Por conveniéncia sera
utilizada anotagdo compacta A = (A, B,1) para
indicar o completo conjunto de parametros do
modelo. Este @njunto de par@metros,
naturalmente, define a medida de probabili dade
para O, por exemplo, P(O|A), o qua sera

discutido nas £¢des eguintes.
3. Principais ar quiteturas de HMM

A estrutura do modelo e o ndmero de
estados escolhidos sio fatores fundamentais
para adeterminacdo do HMM ¢timo [17].

Em gea exitem dois tipos de
estruturas paraos HMM, a seguir:

* Modedos sm restri¢les ou ergéticos,
e Modeos esquerda-direita;
Nos modelos ergéticos (Figura 1(a))

todas as transi ¢des possiveis entre os estados da

cadela sdo autorizados. Isto é posdvel se ndo

restringir-se nenhum dos valores de a; em ser

nulo.

Os modeos sequenciais e paralelos
fazem parte dos modelos esquerda-direita. Para
eses modelos, a matriz de transicio entre
estados € triangular superior. Os modeos
sequenciais (Figura 1(b)) funcionam segundo
uma evolucdo em sé&ie do modelo através de
seus estados, mesmo que qualquer um desss
estados possam s saltados no curso do
processo. Para os modelos paralelos (Figura
1(c)) muitos caminhos através da rede de
Markov sdo permitidos, sabendo que cada um
desses caminhos slte um ou Vérios estados do
modelo.

&

]

Figura 1: Estrutura dos modelos de Markov: (@)
modelo sem restrigBes, (b) modelo sequencial,
(c) modelo paraelo.

Cada uma das estruturas dos modelos
apresentadas na Figuwa 1, podem ser
generalizadas por incluir um nimero de estados
arbitrario. Entretanto, o nimero de parametros a
serem estimados em um modelo de Markov é da



ordem NZ2para a matriz A, mais NM para a
matriz B. Asim, se N é muito gande, uma
determinagdo coerente epredsa das matrizes A
e B dGtimas vem a ser muito dificil de redizar
por uma base de aprendizagem de tamanho
fixado.

Ndo exite meios tedricos para
determinar de maneira predsa o nimeo de
estados necessrios no modelo devido ao
estados ndo estarem sempre fisicamente li gados

aos fendbmenos observaveis.

4, Ostrés problemas basicosdo HMM

Existem trés problemas basicos que
devem ser resolvidos para que model o possa ser
utilizado em aplicagBes do mundo real [15].
Esss problemas 0 6s ®guintes:

Problema 1 (problema de avaliagdo): Dado a

seqléncia de observagdo O =(0;,0,,...,0r), €
o moddo A=(AB,m), como cacular
eficientemente P(O|A), a probabilidade da
seqiéncia de observagBes, dado omodelo ?

Problema 2 (problema da busca da mehor
segiéncia de etados): Dado a seqiéncia de

observagdes O =(0,,0,,...,07), €0 modelo A,
como escolher uma segiéncia de estados
correspondente Q =(q,,d,.,....0r) ?

Problema 3 (problema de treinamento): Como
gjustar os parametros do modelo A = (A, B,m)
paramaximizar P(O|A) ?

4.1 Solucéo do problema de avaliacdo

O probema 1 é o poblema de
avaliagdo, ito é dado um modeo e uma
seqiéncia de observagdes, como calcular a

probabili dade que a seqiiéncia observada sgja

produzida pelo modelo ? Este problema pode
ser visto como um dado modelo corresponde a
uma dada segiéncia de observagles. Iso é
extremamente Util. Por exemplo, considerando o
caso no qual deve-se tentar escolher um modelo
entre varios, a solucdo desse problema permite
escolher o0 modelo que mehor corresponde as
observagdes.

A maneira mais direta de alcular a
probabili dade de uma seqiiéncia de observagbes
0=(0,,0,,....07), dado 0  modelo
A =(AB,m) é dravés da enumeracdo de todas
as posdveis ®qiéncias de estados detamanho T
(0 ndmero de observagdes), pela seguinte
eXpressao;

Mg, by, (01)agq, 4

PO[A) =
O,y qu (02)"3‘(&_1(& qu (or)

A expressio acima envolve uma ordem
de 2T - N' cdlculos, para adat=1, 2, .., T,
existem N posdveis estados que podem ser
alcancados, ou sda, existem N posdveis
segléncias de estados, e para ada qual 2T
clculos €0 necessrios (para ser predso é
necessirio (2T -)N' +NT —1). Este cculo é
computaciondmente  invidvel mesmo para
pequenos valores de N e T, por exemplo, para N
= 5 (estados), T = 100 (observagdes) existem na
ordem de 10”2 calculos. Es® problema pode ser
resolvido de maneira mais eficiente utilizando-
se dos procedimentos forward-backward [3] [4].

4.1.1. Procedimento Forward- Backward

A variavd forwarda;(i)é a

probabilidade da seqiéncia de observagBes



parciais 0;,0,,...,0; (até o tempo t) e estado i

notempot, dado o A , onde:

a; (i) =P(0;,0,,....0(,0; =i|A) (5)
a. (i) pode ser resolvido
reawrsvamente , utilizando as sguintes
expresses.
1. Inicidizagdo
a,(i)=mb (o), 1<i<N (6)
2. Inducdo

N O
at+1(j) = iat (i)aij ébj (0t+1) ' (7)

1<st<T-le 1<j<N

3. Terminagdo

N (8)
PO[A) = ZGT (i)

Para 0 mesmo exemplo citado acima,
N=5 (estados), T = 100 (observagdes) sdo
necessrios 3.000 calculos através do método
forward , contra 10"% do calculo direto [15].

Demanerasmilar , avariavel B, (i) é
definida como a probabili dade da seqiéncia de
observagies parciais de t+1 para o final, dado
estado i notempot e o modelo A, onde:

B (i) = P(Ot41, 045, ---,0r | @ =10, A) 9)

B, (i) pode ser resolvido reaursivamente,,

utilizendo as seguintes expresses:

1. Inicidizagdo
Br(i)=1,1<i<N (10)
2. Inducdo

N

BO=Y ab (@A), (g

=1

t=T-1,T-2,...11<i<N

3. Terminagdo

N (12
P(OIA) = z 1l (o) By (1)
1=1

Somente uma das duas varidvels a ou
B € necessria para o problema de avaliagdo.
Entretanto, ambas foram introduzidas aqui, pois
as mesmas S0 Utilizadas no problema do

treinamento (Problema 3).

4.2, Solucdo do problema da busca da

melhor seqliéncia de estados

O problema 2 procura descobrir a parte
econdida do modelo, ou sga, encontrar a
seqiénciade etados corr eta. Este
problema geralmente é resolvido usando um
procedimento préximo ao &imo, o agoritmo de
Viterbi [8] [12], que procuraa melhor seqiéncia
de estados Q=(q;,0,,....0r) para uma dada

seqliéncia de observagBes O =(0,,0,,...,0r) .

4.2.1. Algoritmo de Viterbi

Para encontrar a melhor seqiéncia de
estados, Q=(0;,0,,-.-,0r), para uma dada
seqléncia de observagbes O =(0;,0,,...,0r)
define-se a quantidade:

5.()= max Pld;d,-- Y1 (13
‘ G.Obey O =1,0005..0; | A]

na qual, & (i) € o mehor resultado

(probabilidade mais alta) ao longo de um



caminho simples no tempo t, o qual leva em
consideragdo as t primeras observagies e
terminano estado i. Por indugdo tem-se:

S+ () =[max &, ()31 by (@) (14

Para reauperar a seqiéncia de estados,
€ necessrio manter 0s agumentos que
maximizam a expressio anterior, para @dat ei
através do array ,(j). O procedimento
completo para encontrar a melhor seqiéncia de

estados é a seguinte:

1 Inicidizacdo

4 ()=mb (o), 1<i<N (159)
w,(1)=0 (15b)
2. Recursdo

8()= mex [§a0)alh(e), (169
2<t<Tel<j<N
Yi(j)=ag 1rsniai(N [O-1(Day], (160)

2<t<Tel<js<N

3. Terminagdo

P" = max [&:(i)] (172)
1<isN

o =arg max [5:(i)] (17)
1<isN

4, Caminho (segiéncia de estados)
backtracking

O =W () t=T-1,T-2, .., 1. (18

Com exce@o da etapa de backtracking
, 0 agoritmo de Viterbi e o procedimento de
forward tem basicamente a mesma
implementagcdo. A Unica diferenca entre eles é

gue 0 somatério do procedimento forward é

trocado pela maximizagdo no algoritmo de
Viterbi.

4.3. Solucéo do problema de treinamento

O tercdro e mais dificil, & determinar
um méodo para gustar os parametros do
modelo A = (A, B,m) para satisfazer um certo
critério de otimizacdo. A segiéncia de
observagdes utilizada para gjustar os parametros
do modedo é damada de seqiéncia de
treinamento porque € utilizada para treinar o
HMM. Né&o existe uma maneira onhedda de
resolver anadliticanente o0 conjunto de
parametros do modelo que maximiza a
probabili dade da segiéncia de observactes de
uma maneira fechada. Entretanto, pode-se

escol her A=(AB,m) tal que sua

probabili dade, P(O|A), € locamente
maximizada usando um procedimento iterativo
tal como o mé&odo de BaumWelch (também
conheddo como o mé&odo EM (expectation
maximization) ), ou témicas de gradiente [13].
Nesta secdo serd gresentado um procedimento
iterativo, baseado primeiramente no trabaho
cladssco de Baum, para escolher a probabili dade
maxima dos parametros do modelo.

Para descrever 0 procedimento de
reestimacéo (atualizagdo iterativa e melhorias)
dos parémetros do HMM, é primeiro definido
&, (, ]), aprobabili dade de estando no estado i
no tempo j, e estado j no tempo t+1, dado o
modelo e a seqiiéncia de observagdes, onde:

&G, 1) =P =0 =J10,4) (19



Através das defini¢des das variavels de

forward e backward , pode-se escrever & (i, j)

naforma:

UG, j) = . GS(i)aij B; (0t+1) Bra () (20)
ay (i)ayb; (0141) Bria (1)
=1 J=1
onde u refere-se aimagem. y, (i) pode

ser definida como a prohabili dade de estando no
estado i no tempo t, dado toda a seqiéncia de
observagdes e o modelo.

yi(i) =P(q, =i]0,A) (21)

u
Da mesma forma y; (i) pode ser escrita

em funcdo das varidveis forward e backward na

forma:

Y0 _ B ac(i) 22
PY(O[A)
Portanto, os par@metros 11, A € B do

HMM de reestimacdo uilizendo-se U imagens

no treinamento SAo escritas na seguinte maneira

J .
uz:l Y1 (I ) (23)
U

m o=

(24)

ROL{CR R

T

Mc
cﬂM—q

> v (i)

Se um modelo é definido como
A=(AB,m e seu modeo reetimado é

definido como A=(AB,7) através das
expresdes acima, Baum provou Qque se o

modeloinicial A estéa no ponto critico de fungéo
de probabili dade, neste @aso A =2 ou o modedo
A émais promissor que 0o modelo A no sentido
P(O |X) >P(O|A), ou sga, foi encontrado um

novo modeloA na gqua a seqgléncia de
observagies € mais provavel para ter Sdo
produzida.

Bascado nese procedimento é

utilizado iterativamente A no lugar de Ae
repetido o célculo de reestimagdo, assm pode-
se mehorar a probabilidade de O sendo
observado do modelo até que algum ponto de
limitagdo seja dcancado. O resultado final deste
procedimento de reestimacdo € uma
probabili dade maxima estimada do HMM. O
algoritmo de forward-backward leva para o
loca maximo somente, e que em muitos
problemas de interes®e, a funcdo de
probabili dade é muito complexa e tem nuitos
locais méximos.

5. Problema de Reconheamento

Dado uma seqiéncia de observagdes
0=(0,,0,,...,07) extraida de uma paavra
desconhedda, 0 poblema consge @en
encontrar a class (palavra) que rresponde a
melhor probabili dade de produzir a seqiéncia
de observagges O=(0,,0,,...,0;). Para
resolver ese problema, existem duas solugdes:
Modelo Discriminante e Modelo de Caminho

Discriminante [6].



O primeiro, conheddo como Modelo
Discriminante, consiste na @nstrugdo de um
modelo para ada dase ou palavra afim de
escolher a dase do modelo que leva amelhor
probabilidade de produzir a seqiéncia de
observagdes 0=(0,,0,,...,0r) . A
probabili dade pode ser cdculada dravés dos
algoritmos de Viterbi ou Forward.

O segundo, conheddo como Modeo
de Caminho Discriminante, consise na
construgdo de um Unico modelo no qua cada
caminho corresponde a uma seqiiéncia de letras.
Entdo o algoritmo de Viterbi permite encontrar
a segléncia de letras (palavra) que leva a
melhor probabili dade de produzir a seqiéncia

de observagdes O =(0,,0,,...,0r) .

6. LimitacBes e principais vantagens do
HMM

Embora o uso da temologia de HMM
tem contribuido gandemente para avancos
recentes no reconhedmento da fala, ha dgumas
limitagbes herdadas do tipo de modeo
estatistico para afala. A maior limitagdo é a
hipétese que as observagies sicessvas (frames
da faa) sdo independentes, e entretanto a
probabilidade da seqiéncia de observagBes

P(0,,0,,....0r) pode ser escrita como o

produto da probabilidade de observagdes
individuais[13], por exemplo:
Y (26)
P(0;,0;,...,07) =T1 F::(loi)
Além dis®, 0s processos sequenciais
reds €0 ndo como os Markovianos. Esta
limitagdo é de todos os processos e ndo somente

de Markov.

Quanto as vantagens na utilizagdo de
HMM, s8o0 muitas, em reagdo as suas
limitagBes, a seguir:

HMM apresenta uma rica
representacdo, ou sga, as probabilidades de
saida (B ={b; (k)}) representam a variabilidade

dos frames ou segmentos (distorcBes de

caracteres na escrita) e as probabili dades de
(A={a;})

relacionamento temporal entre os frames ou

transicéo representam o]

segmentos.

HMM possui uma base matemética
sdlida, devido a garantia de cmnvergéncia para
um 6timo ponto. A existéncia de um
treinamento  eficiente que automaticamente
otimiza os pardmetros dos dados e a
decodificagdo de témicas que descrevem uma
string de etrada en termos da mehor
seqiénciade estados.

HMM requer supervisdo minima, pois
ndo necessta de segmentacdo preliminar em
unidades bésicas.

HMM permite aintegracdo de varios
niveis de onhedmento em um framework
unificado, ou sgja, toda fonte de mnhedmento
(lingliigtico, sintético, seméntico ...) participa

simultaneamente en cada dedsao.

7. Conclusao

Neste artigo foi apresentado uma
introducdo a0 HMM. Primeiramente foram
citadas aguns linhas de pesquisa onde o HMM
tem sido largamente utilizado. HMM foi
primeiramente aplicado no recnhedmento de
voz, porém atuamente tem sido bastante
utilizado no remnhedmento de paavras

manuscritas.



Todos os e ementos que mwmpdem um
HMM para aobservacdo de simbdos discretos
foram descritos. Foram mostradas as principais
arquiteturas de HMM, e que a atrutura do
modelo e 0 nimero de estados escolhidos $0
fatores fundamentais para adeterminag&o de um
HMM étimo.

Foram abordadas os trés problemas
basicos do HMM que devem ser resolvidos para
gue 0 modelo possa ser utilizado em aplicaches
do mundo real, bem como a solugdo para os
mesmos. Também mostrou-se que &istem duas
solucBes para o problema do recmnhedmento,
conheddas como Modelo Discriminante e
Model o de Caminho Discriminante.

Por ultimo, foram colocadas algumas
limitagbes, bem como algumas vantagens no
uso do HMM.
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1 Exemplo

Sgaomodelo A = (A, B, ) compreendido por trés estados 1, 2 e 3, e permitindo a observacdo de
dois dmbdos a e b e dado a seqiiéncia “aatb”. Determinar:
1. Céculo davariave forward a .
2. Clculode P(O|A).
3. Cdélculo davariavd backward B .

4. Calcular amelhor seqiénciade estados utilizando oalgoritmo de Viterbi.

M3 05 020 01 0O 060
0 0. 0. _0.,0
A=H0 03 075 B=H5 05-em=Dag
B0 o 13 Ho 1§ EgE

1. Calculode a

Inicializagéo (Equacéo 6)
a,(1) =0.6x1=0.6, a;(2) =0.4x0.5=0.2, a,(3) =0x0=0

Indugdo (Equagdo 7)

3 g
a,(2) = éal(i)am[bz(oz) =[0.6x0.5+0.2x0.3+ 0x0]x0.5=0.18
= =
3 ]
a,d) = éal(i)amtbg,(oz) =[0.6x0.2+0.2x0.7+ x 1]x 0=0
= =
3 ]
as@) = éaz(i)ail[bl(os) =[0.18x0.3+0.18x 0+ Ox 0]x 0=0
= =
3 ]
az(2) = éaz(i)am[bz(og,) =[0.18x0.5+0.18x0.3+ 0x0]x0.5=0.072
= =
3 ]
a;3) = éaz(i)amtbg,(os) =[0.18x0.2+0.18x0.7+ 0x 1]1x1=0.162
= =

3
a,@) = éag,(i)aifbl(o“) =[0x0.3+0.072x0+0.162¢ 0]x 0=0
= 5|



3 O
a,2) = éas(i)aiz [b,(0,) = [0%0.5+0.072x0.3+0.162x 0]x0.5=0.0108
= S|

3 O
a,@) = éag,(i)ammbs(o“) = [0%0.2+0.072¢0.7+0.162x 1]x1=0.2124
2 §

2. Célculode P(O]A)

Terminagdo (Equacéo 8)

3
PO|A) = Za4(i) =a, @) +a,(2) +a,(3) =0+0.0108+ 0.2124=0.2232
1=



3. Célculode B

Inicializagdo (Equagéo 10)
B.®=1, B,( =1, B,3=1

Indugéo (Equacdo 11)
3

Bs() = Z ay;b; (04)B,4(j) =[0.3x 0x1+0.5%0.5x1+0.2x 1x 1]=0.45
J_

3
Bs(2) = Zazjbj (0,)B,(j) = [0x 0x1+0.3x0.5x1+0.7x1x1] =0.85
J:

3
Bs(3) = Zasjbj (0,)B4(j) = [0x 0x1+ 0x0.5x1+ 1x1x1] =1
&

3
B, D= Z 3y;b; (03) B5(j) =[0.3x 0% 0.45+ 0.5x0.5%0.85+0.2x1x1] = 0.4125
J:

3
B, = Z 8,0 (03) B3(j) = [0x 0x0.45+0.3x0.5%0.85+0.7x 1x1] =0.8275
J:

3
B, = Za3jbj (03)B5(j) = [0x 0x0.45+ 0% 0.5% 0.85+ 1x1x1] =1
J:

3
B.() = Z a,;b;(0,)B,(j) =[0.3x1x0.4125+ 0.5x 0.5% 0.8275+ 0.2x 0x1] =0.330625
J:

3
B,(2)= Z 3,0, (0,)B,(j) = [0x1x0.4125+0.3x0.5x 0.8275+ 0.7x 0x1] =0.124125
J:

3
B,(3) = Zasjbj (0,)B,(j) = [0x1x0.4125+ 0x0.5%0.8275+ 1x 0x1] =1
J:

3
B, @) = Z ay;b; (0) B, (j) =[0.3x1x 0.330625 0.5x 0.5x 0.124125+ 0.2x 0x 1] =0.13021875
J_

3
By (2) = Z a,;b; (0) B,(j) = [0x1x0.330625+ 0.3% 0.5% 0.124125 0.7 0x 1] =0.01861875
J:

3
By B = Zasjbj (0,)B,(j) = [0x1x0.330625+ 0x0.5%0.124125+ 1x 0x1] =0
J:

Terminacgdo (Equacdo 12)

N
P(O/A) = Z 7tb, (0,)B,(i) = 06x1x 0.33025+ 04x 05x 0124125+ 0x 0x 0 = 0.2232
1=



Obs. Pode-se observar que o resultado daP(O|A) é o mesmo para & varidveis forward-backward, ou

sgja, para aresolucdo desse problema basta que somente uma varidvel sga cdculada (forward ou
backward).



4. Calcular amelhor seqiénciade estados utilizando oalgoritmo de Viterbi

Inicializagéo (Equactes 15a e 15b)
4,(1) =0.6x1=0.6, Y, =0
5,(2) =0.4x0.5=0.2, ;,(2)=0
5,(3) = 0x0=0, W, 3)=0

Recurséo (Equacbes 16a e 16b)
0, Day; =0.6x0.30
8,@) = max[3, (), |b,(0;) = max:6, (2)ay, = 0.2x0 k1=018
o H 6,325, = 0x0 H

0, W&, =0.6x0.30
¥, = argmax[3; ()ay | = argmaxp, (a, =0.2x0 =1
Hd:(dag = 0x0 H
®; &y, =0.6x0.50
5,(2) = max3; ()a. ]b, (0) = maxd, (2)a;, =0.2x0.3% 05=0.15
H 3, (Qaz, =0x0 H

®; &y, =0.6x0.50
Y, = arglm,aé[dl(i)aiz] = argmax%l (@a,, =0.2% O.%z 1
o H 6,(ag, = 0x0 H
®; Qa3 =0.6x0.200
5,13 = lma§[51(i)ai3] bs(O,) = max%l (2)ay =0.2x 0-7%( 0=0
o H 01(Qags =0x1
®; Qa3 =0.6x0.200
Y, = arg]rljaé[dl(i)am] = argmax%l (2)a,5 =0.2x 0.752 2
. H 01(Qag =0x1
0, ®ay; =0.18x0.30
o) = lm.a)é[az (i)a, by (05) = maxg% (9ay =0.15x0 %( 0=0
o H 0,a3,=0x0 H
0, ®ay; =0.18x0.30
- : - _ 0_
Y@= arg]r_naé[é2 (|)ai1] = argmax%é2 (2 =0.15x0 =1
. H 6,3a3, =0x0 H
®,@)ay, =0.18x0.50
55(2) = max{5,()aiz]b,(0s) = maxs, (2)a, = 0.15x 0.3 0.5= 0.045
. H 6,ag, =0x0 H
®,@)ay, =0.18x0.50
Y32 = arg]r_naé[é2 (i)aiz] = argmax%2 (2)a,, =0.15x O.%z 1
. H 0,as, =0x0 H



5, M)ay; = 0.18x 0.2
85 = max5, ()asb;(03) = maxd, (2)a, = 0.15x0.7x1= 0.105
H 5,9az; =0x1 H

5, May; = 0.18x0.2[]
¥5(2) = argmax(3, ()ais] = argmaxts, (2)az; = 0.15<0.75=1
- H 90,3253 =0x1 H

0d;(®a, =0%x0.3 O
o, = T%X[JB(i)ail] b, (0,) = max%s (2)ay =0.045 O% 0=0
== 3, (3ay, =0.105¢0F]

0d;(May, =0x0.3 O

Yy,0= arg]r_naé[é3 (i)ail] = argmax%3 (2)a,; =0.045x OE: 1
B 5 (3)ag; =0.105<0F

O 6;(Day, =0x0.5 O
8,(2) = max3()a,]b,(0,) = max; (2)a,, = 0.045< 0.3 05 = 0.0135
) 555 (3ag, =0.105¢0

O 6;(Day, =0x0.5 O

Y, = arglrge;)é[é3 O 2] = argmax%3 (2)a,, =0.045x O.%z 1
Ho5(3)as, =0.105<0 H

O 6;(D&a3=0x0.2 O
84(3) = max3()a]bs(0y) = Max3;(2)ay =0.045¢0.7x 1= 0.105
H5,(3)a5, =0.105¢1

O o;®a3=0x0.2 0O

¥, (@ =argmaxds (a] = argmaxDs (2)as = 0.045¢0.73=3
< HJ;(3)ag; =0.105<1

Terminacgao (Equagdes 17a e 17b)
O o,®=0 O O o,®=0 O
P = Eiz.)?f[54(l)] = 5,(2) =00135= 0105, g; =argmaxd, (2) = 00135=3
Ho,(3) =0.105H Ho,(3) = 0.105H
Backtracking (Equagéo 18)

05 =W4(ds) =3, O =t3(05) =2, G =p(0p) =1
Assm, amelhor seqiiénciade estadosoltidaél, 2, 3e3.



