ITC: Introducdo a Teoria da Computacao

Marcos Castilho

DInf/UFPR

15 de junho de 2021

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



Alguns teoremas sobre GLC's

A imposicdo de certas restrices na forma das regras de uma
Gramatica Livre de Contexto garantem algumas propriedades
interessantes, por exemplo para analisadores sintaticos que
terminam ou algumas outras caracteriza¢des tedricas importantes.
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Eliminacao de regras-A

Veremos como construir uma gramatica G; a partir de uma
gramatica G de tal maneira que as producdes em G; n3o contém
regras-\. Na verdade, pode haver uma Unica.

Mas antes precisamos eliminar a recursividade do simbolo de
partida.
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Eliminacdo de recursividade no simbolo de partida

Lema 1: Seja G = (V, %X, P,S) uma Gramdtica Livre de Contexto.
Existe uma outra GLC G’ = (V/, X, P', S') que satisfaz:

(i) L(G) = L(C")
(i) As regras de P sdo da forma A — w, onde A€ V' e
we(V-{SHux)
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Prova

Se S n3o ocorre no lado direito de nenhuma regra de G entdo
G = G’. Portanto, considere que S é recursiva. Devemos fazer a
seguinte alteragdo:

G =(VU{s}Lxr,Pu{S —S}Y95)

Onde S’ é o novo simbolo de partida (S’ € V). S’ serve apenas
para iniciar a derivac3o.
Obviamente L(G) = L(G’) pois se w € L(G) entdo S % w.

1
Mas ' = S = w.
G~ ¢
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Exemplo

S—S

S—aS| AB | AC Sy a5 | AB | AC

A= aA |\ .

G: G { A=aA|A

B — bB | bS

C e B — bB | bS
C—cC|A
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Observacoes

Uma propriedade interessante para GLC's é que as derivacGes
sempre aumentem de tamanho, ou que pelo menos mantenha
o tamanho das formas sentenciais;

Um tipo de regra que permite reduzir o tamanho das formas
sentenciais é uma regra-J\;
Chamamos de varidveis que constituem producbes X\, ou
produgdes vazias:
Inicialmente, as produgdes-A (A — A)
Sucessivamente, as varidveis que geram A indiretamente
(por exemplo B — A; A — )\)
Uma GLC que n3o contém estas varidveis é chamada de ndo
contrativa (do inglés non contracting).
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Eliminacao de regras-A

Algoritmo para obtenc3o do conjunto de varidveis que constituem
producdes vazias:

Entrada: Uma GLC G = (V,%,P,S)

NULL:={A|A— e P}
REPEAT
PREV := NULL
FOR *"toda varidvel A € V" DO
IF “existe A— w € P" Ew e PREV* THEN
NULL := NULLU {A}
UNTIL NULL = PREV
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Exemplo
Iteracao ‘ NULL ‘ PREV
S — ACA 0 {C}
. A—aAa|B|C 1 {A, C} {C}
") B—=bB|b 2 {§,A,C} | {AC}
C—cC|A 3 {§,A,C} | {S,A C}
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Lema

Seja G = (V, %, P,S) uma Gramatica Livre de Contexto. O
algoritmo anterior gera o conjunto de varidveis que constituem
producdes vazias.
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Prova

Mostrar que, ao final do algoritmo, toda varidavel em NULL
deriva A;

Mostrar que toda varidvel que constitui producbes A sera
inserida em NULL.
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Prova, continuacao

A prova do primeiro ponto é por indu¢ao no nimero de itera¢des.

Base: Suponha que uma variavel A seja inserida em NULL no passo
1 do algoritmo. Ent3o G contém A — )\ e a derivagao é A= .

HI: Suponha que todas as varidveis que pertencem a NULL apés n
iteracbes do algoritmo constituem producdes vazias.

Passo indutivo: Seja A uma varidvel inserida em NULL na iteracdo
n+1.
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Prova, continuacao

Ent3o, por construcdo, existe uma regra do tipo:
A— A1A2 R Ak

Onde cada A; € PREV na iteracio n+ 1. Mas A; = ), para
i=1,...k, pela HI.

Assim:

A= AlA . Av= A Ac= ... = A= )\

O que mostra que A constitui producdes vazias.
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Prova, continuacao

Agora provaremos a parte 2, isto é, que toda varidvel que constitui
producdes A serd inserida em NULL.

Suponha que A = ). Vamos mostrar que A é inserida em NULL
no maximo na iteracdo n. De fato, por inducao no tamanho da
derivacdo:

BASE: Se A = A, entdo A é inserida em NULL no passo 1 do
algoritmo.

HI: Suponha agora que todas as varidveis que derivam A em no
maximo n aplicacoes da regra foram inseridas em NULL no
maximo na itera¢do n.
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Prova, continuacao

Passo indutivo: Seja A uma varidvel que deriva A em uma
derivacido de tamanho n+ 1, isto é:

A= AlAr. . Ac = )\

Cada A, deriva A em no maximo n passos (por construgdo). Logo,
cada A; satisfaz a HI e assim estd em NULL antes da iteracdo

n+ 1. Seja m < n a iteracdo em que todos os A;'s estdo em
NULL. Na iteracido m+1 a regra A — A1As ... Ax permite inserir
Aem NULL.
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Exemplo

=S
S—asS| AB[AC S aS| AB | AC
A aA| A
G: Gl A—=aA| A
B — bB | bS
¢ hecn B — bB | bS
C—cC|A

NULL = {S,A, C} NULL = {S',S,A,C}

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



Lema 2

Seja G = (V,X,P,S) uma Gramatica Livre de Contexto:
Se A % w, entdo G' = (V, L, PU{A — w},S) é equivalente a G
(L(G) = L(G")).
Prova

Toda producdo de G estd em G'. Assim, é facil ver que
L(G) C L(G).
Veremos agora a prova de que L(G') C L(G)
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Prova, continuacao

Seja w € L(G’) e que a produgdo A — w foi usada na derivag3o.
Podemos obter w em G assim:

S=A=w.
¢ ¢

Portanto, w € L(G).
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Aplicacido do lema

Uma gramatica sem regras-\ é ndo contrativa.
Suponha que B € V constitui producdes A;
Suponha uma regra do tipo: A — BAa;

Se B pode derivar A, ent3o:
A= BAa= Aa= w;

Assim, basta substituir as regras-A por A — Aa;

Se temos outra regra do tipo A — BABa, basta substituir por
quatro outras regras:

A — BABa; A — ABa; A — BAae A — Aa.
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Teorema

Seja G = (V, X, P,S) uma gramdtica livre de contexto. Existe um
algoritmo que constréi uma GLC G, = (V;, X, P, S;) tal que:

(i) L(6L) = L(G)
(ii) S. n&o é recursiva
(i) A— X\ € P se, e somentese, A € L(G) e A=5;.
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Prova

Aplica-se a técnica do lema 1, resolvemos (ii). Assim,
Vi =VU{S}touV =V,
Quanto as producdes de G;, construimos:
(i) Se A€ L(G), entdo S, — A€ P,
(i) Seja A — w € P. Suponha que
w = W1A1W2A2 . WkAka+1. onde Al, Ag, e ,Ak sao
subconjuntos do conjunto de varidveis que constituem
producdes vazias que ocorrem em w. Assim:
A= wiws... WEWgi1 € Pr.
(i) A—> A€ PLapenasse A€ L(G)e A=5,.
Devemos provar que a gramatica G; assim construida é tal que
L(G) = L(G).
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Prova, continuacao

(=) L(GL) C L(G), pois as derivagdes em G, usam regras de G e
outras criadas em (i), e cada uma destas regras é derivavel em G.
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Prova, continuacao

(<) L(G) C L(GL), pois toda palavra ndo nula em L(G) é
derivavel em L(Gy). Seja A :2> w uma derivagdo em G tal que
wext,

Sen=1 A— w € P ecomo w # )\ também estd em P;, assuma
que toda palavra derivdvel a partir de A por n ou menos regras
pode ser derivada a partir de A em G;.

. 1 )
Seja A% w|weXt. Isto é:

A= wAiwA; ... WkAka+1 :g> w,onde A; € Vew; € L%
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Prova, continuacao

Pelo lema da aula anterior:
W = W1p1Wwpp2 ... WiPrWki1,
Onde A; % pi,m < n. Para cada p; € £, a hipétese de inducido
*
garante que A; ? pi.
L

Se pj = A, Aj constitui producdo vazia e a construgdo (ii) gera a
regra:

A— W1A1W2A2 Ce WkAka+1y

em que cada A; que deriva A é deletado.

Uma derivacdo em G; pode ser construida comecando-se por esta
regra e derivando cada p; € ¥ usando as derivacdes que existem
dada a hipétese de indugdo.
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Exemplo
NULL = {S, A, C}, portanto, por (i),
S, —>AeP;
(if)
C — cC, onde {C} C NULL,
assim, C - ce P,
S — ACA
.. A aha|B|C A.—>aAa, onde {A} C NULL,
: B—bB | b assim, A— aac P,
C—cC|A S — ACA onde {A,C} C
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NULL, assim,
S—>AC|CA|AA|A|CeP,
C — A, mas C # §5;, portanto
deleta a regra!
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Exemplo, continuacdo

SL—>5‘)\

S—ACA|AC| CA|AA| C | A
GL:{ A—aAalaa|B]|C

B—bB|b

C—cClc

Exemplo de derivagigo em G
para aba:

S = ACA = aAaCA

= aBaCA = abaCA

= abaA = abaC

= aba

Exemplo de derivacio em G,
para aba:
S = A= a3Aa= aBa= aba
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Exemplo 2: a*b*c*

S — ABC
A—aA | A
B — bB | A
C—cC|A

Marcos Castilho

G, :

SL—>5‘)\
S—ABC|AB|AC|BC|A|B|C
A—aA|la
B—bB|b
C—cClc
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Eliminacao de regras de cadeia

Regras de cadeia sdo as que tém a forma A — B

Exemplo:
G: G1:
A—aA|a|B A—aAla|bB|b|c
B—bB|b]|c B—bB|b]|c
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Construcdo do conjunto cadeia(A)

Entrada: Uma GLC G = (V, X, P, S) essencialmente n3o contrativa

1. cadeia(A) := {A}
2. PREV =1
3. REPEAT
3.1 NEW := cadeia(A) — PREV
3.2 PREV := cadeia(A)
3.3 FOR “toda varidavel B € NEW" DO
FOR “toda regra B — C" DO
cadeia(A) := cadeia(A) U {C}
UNTIL cadeia(A) = PREV

Dinf/UFPR
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Lema

Seja G = (V, X, P,S) uma Gramatica Livre de Contexto
essencialmente n3o contrativa. O algoritmo anterior gera o
conjunto de varidveis que sao derivdveis de A apenas usando regra
de cadeia.
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Teorema

Seja G = (V, %, P,S) uma Gramatica Livre de Contexto
essencialmente n3o contrativa. Existe um algoritmo que constrdi
uma GLC G, tal que:

(i) L(Gc) = L(G);

(i) Gc ndo tem regras de cadeia.
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Prova

Construimos P. assim: Para cada varidvel A € V/, acrescentamos
em P, as regras:

A—w

Se existe uma varidvel B tal que:
(i) B € cadeia(A)
(i) B>weP
(i) w ¢ V.
Ainda:
Vo=V, 2. =%, 5 =S.

Mostraremos que L(G) = L(G.)
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Prova, continuacao

O lema 2 garante que as palavras derivaveis em G, sdo também
derivaveis em G.

Sejawe L(G)e A :Z> B uma sequéncia maximal de regras de

cadeia usadas na derivacdo de w:
S = uAv = uBv = upv = w.
G G G G

Onde B — p é uma regra que n3o é de cadeia.

A regra A — p pode substituir a sequéncia de derivagdes em
cadeia. Usando-se esta técnica repetidas vezes, podemos remover
todas as aplicacdes em cadeia na derivacao de w, obtendo uma
derivacdo de w em G.
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Exemplo

S ACA| CA|AA|AC|A|C|A
A—aAalaa|B|C

B bB|b

C—cClc

G, é essencialmente ndo contrativa, portanto:
cadeia(S) = {S,A,B, C}

cadeia(A) = {A, B, C}
cadeia(B) = {B}
cadeia(C) = {C}
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Exemplo, continuacdo

S—ACA| CA|AA|AC|A|C|A
G A—alAalaa|B|C
‘Y B=bB|b

C—cClc

Portanto:

S—ACA| CA|AA| AC|aAalaa|bB|b|cC|c|A
p . A—ahAalaa|bB|b|cC|c
") B—=bB|b

C—cClc
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Observacoes

Eliminar regras de cadeia aumenta o nimero de regras, mas
reduz o tamanho das derivacdes;

G. também é essencialmente n3o contrativa;
Cada regra em G, tem uma das seguintes formas:
(i) S— A
(i) A—a
(i) A= w,onde w € (VUX)* e |w| > 2.
Os analisadores bottom-up sao completos para verificar se
w e L(Ge).
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Simbolos intteis

Definicdo:
Seja G uma Gramatica Livre de Contexto. Um simbolo
x € (VUX) é dtil se existe uma derivagdo

S uxvv = w,
G G

Onde u,v e (XU V)*ewe X"
Um simbolo que n3o é til é indtil.
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Exemplo: L(G) = b"

(S—AC|BS|B
A— aA | aF
B— CF|b

G:X C—cC|D

D—aD|BD|C

E — aA | BSA

F—bB|b
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Algoritmo para encontrar as varidveis que geram terminais

Entrada: Uma GLC G = (V,%,P,S)

1. TERM := {A | existe A— w € P tal que w € ¥*}
2. REPEAT
2.1 PREV := TERM
2.2 FOR "toda variavel A € V" DO
IF “existe A— w” e w € (PREV UX)* THEN
TERM := TERM U {A}
UNTIL PREV = TERM
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Teorema

Seja G = (V, %, P,S) uma gramatica livre de contexto. Existe um
algoritmo que constréi uma GLC Gt = (V7, %, Pr,S) tal que:

(i) L(GT) = L(G)
(i) Toda varidvel em Gt deriva uma palavra terminal em Gr.
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Prova

Pt é obtido assim: remove-se as regras que contém varidveis de G
que estao em V — TERM.

Vr = TERM
Pr={A—-weP|Ac TERMewec (TERMUX)"}
Yr={ac€X|3JA— vavePr}

Resta provar a dupla inclusdo: L(G7) C L(G) e L(G) C L(GT)
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Prova, continuacao

(=) L(GT) C L(G). Seja w € L(GT). Entdo S % w. Mas
T

Pr C P, e portanto S :Z} w.
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Prova, continuacao

(<) L(G) C L(GL). Seja w € L(G). Entao S :Z> w. Suponha, por

contradicdo, que S 7G§> w.
T

Ent3o existe A € (V — TERM) que ocorre em um passo
intermediario da derivagdo de w (em G). Mas uma derivagdo de A
nao pode gerar uma palavra terminal, pela constru¢ao do
algoritmo.

Assim, todas as regras aplicadas na derivacdo estdo em Pr e
portanto w € L(GT).
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Exemplo

(S AC|BS|B
STACIBS B iacso|  TERM | PREV
A — aA | aF
0 {B,F}

B CF | b
G:{ CoscC|D L {8,F,A5) | {BF}

> | {B,F,AS,E}| {BFAS)
D—~ab[BD|C B,F,AS,E} | { BFASE
E— aA | BSA {B,F,AS,E} | {BFASE}
F—bB|b
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Exemplo, continuacdo

(S5 AC|BS|B

A—s aA| aF S—B5|B

B — CF | b A — aA | aF
G cocC|D Gr:q B—b

Do oD | BD| € E - aA | BSA

E s aA | BSA F—bB|b

F—bB|b
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Algoritmo para encontrar as varidveis atingiveis

Entrada: Uma GLC G = (V,%,P,S)

1. REACH = {S}
2. PREV =10
3. REPEAT

3.1 NEW := REACH — PREV

3.2 PREV := REACH

3.3 FOR “Ae NEW" DO

FOR “A— w € P" DO
“adiciona varidveis em w a REACH

UNTIL REACH = PREV

Dinf/UFPR
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Lema

Seja G = (V,%,P,S) uma Gramatica Livre de Contexto O
algoritmo anterior gera o conjunto de varidveis atingiveis a partir

de S.

Prova

(1) Toda varidvel em REACH é derivavel de S

(1) Toda variavel atingivel a partir de S é adicionada ao conjunto
REACH.
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Prova, continuacao

I- Indugao no nimero de itera¢bes do algoritmo.

BASE: na linha 1, REACH = {S}, e S é derivével a partir de S.
HI: Suponha que todas as varidveis em REACH apds n iteragdes
sdo derivaveis de S.

Passo indutivo: Seja B uma varidvel adicionada em REACH apds
n+ 1 iteragdes. Entdo existe A— uBv € P | A€ REACH apés n
iteracdes. Pela HI, existe uma derivacdo tal que S = xAy.
Aplicando a regra A — uBv mostramos a derivacido de B.
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Prova, continuacao

ll- Se S = uAv entdo A é adicionada em REACH no méximo na
iteracdo n. Se A é atingivel por uma derivacdo de tamanho zero,
ent3o ela entra em S no passo 1 do algoritmo.

Suponha que se uma varidvel é atingivel por uma derivacdo de
tamanho n (ou menos) entdo A € REACH na derivagdo n (ou
antes).

Seja S = xAy = xuBvy uma derivacio de G. Pela HlI,
A € REACH na derivacdo n e B é adicionado na iteracdo seguinte.
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Teorema

Seja G = (V, %, P,S) uma GLC. Existe um algoritmo que produz
uma GLC Gy tal que:

(i) L(Gu) = L(G);

(i) Gy ndo tem simbolos indteis.

Prova

Construa G a partir de G. Elimine de G as varidveis que n3o
sdo atingiveis de S, e consequentemente as regras que as contém,
assim obtendo Gy.
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Exemplo, continuacdo

S—AC|BS|B
A— aA | aF

B— CF|b

G: C—cC|D
D—aD | BD|C
E — aA| BSA

( F—=bB| b

GU:{

Marcos Castilho

S—BS|B
A— aA | aF
Gt B—b
E — aA | BSA
F—bB|b
S—BS|B
B—b
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Observacao

A ordem de aplicagdo dos algoritmos é relevante. Primeiro deve-se
eliminar as varidveis ndo geram terminais, e somente entao
encontrar os simbolos que n3o s3o atingiveis a partir de S.

O exemplo a seguir ilustra este fato.

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



Exemplo
| S—a|AB
G'{A—>b
f S—a =
GT{A—)b Gui{5—>a

Gl - S—alAB = Gl S—a
TV A=b U\ A= b
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