ITC: Introducdo a Teoria da Computacao

Marcos Castilho

DInf/UFPR

15 de junho de 2021

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



Forma normal de Chomsky

Definic3o:

Uma Gramdtica Livre de Contexto G = (V, X, P,S) estd em
Forma Normal de Chomsky se cada regra em P tem uma das
seguintes formas:

(i) A= BC
(i) A—a
(i) S — A
Onde B,C € V — {S}.
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Teorema

Seja G = (V, X, P,S) uma gramdtica livre de contexto. Existe um
algoritmo para construir uma GLC G' = (V/, L, P’, S’) em forma
normal de Chomsky tal que L(G1) = L(G).

Prova
Assumimos, sem perda de generalidade, que:
(i) S n&o é recursiva
(i) A— X se, e somente se, A=S

(iii) G n3o contém regras de cadeia
) G ndo contém simbolos indteis

(iv
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Prova, continuacao

Logo, as regras de G tém apenas as seguintes formas:

> S— A

> A—a

» A— w,onde w € ((VUX)—{S})" |w|>1.
Construimos P’ assim:

» As regras cujo lado direito tém tamanho zero sdo: S — A

P As regras cujo lado direito tém tamanho um s3o: A — a, pois
G nao contém regras de cadeia.

Todas estas regras de G sio adicionadas em G’.
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Prova, continuacao

Seja A — w uma regra tal que |w| > 1. Entdo
we(VUX)(VUu)(Vur)*

Temos que transformar estas regras de maneira que elas n3o
tenham terminais e sejam limitadas a exatamente duas varidveis no
lado direito.
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Prova, continuacao

Removendo os terminais:

Basta adicionar novas varidveis para cada terminal destas regras.

Exemplo:
N A— B'DC'F
G:{ A— bDcF G':§ B —=b
C'—c
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Exemplo

Agora nos resta substituir as regras A — w nos casos em que w é
constituido apenas de varidveis (duas ou mais) por regras com
exatamente duas varidveis no lado direito.

Isto é feito pela quebra das regras usando-se novas varidveis.

Exemplo:
N A— B,Tl
G:{ A—BDCF G':q T1— DT>
T, — C'F
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Exemplo
S— A/Tl | a
A — a
S—aABC | a T1 = AT
c. A—aAl|a T — BC
"] B— bcB | bc G - A—AA|a
C—cClc "l B—-B'T3|BC
B"— b
Estas regras satisfazem T3 —» C'B
as condi¢cbes do teorema. C = ¢
L C—>CClc
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Exemplo 2

Uma gramadtica para as expressdo aditivas (AE) de expressdes
aritméticas com um terminal b, o operador + e parénteses.
Exemplos: b, (b),(b+ b),(b) + b, ...

AE = (V,%,P,S), onde: V ={S,A, T} eX ={b+,(,)}

S—A

A—T
P: ¢ A—A+T

T—b

T — (A)

A primeira tarefa é eliminar as regras de cadeia.
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Exemplo 2, continuacao

Eliminando as regras de cadeia:

S—A

AT S A+T|b|(A)
P:{ AsA+T P:{ AsA+T|b]| (A

T—b T —b| (A

T — (A)
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Exemplo 2, continuacao

Colocando em forma normal de Chomsky:

(S AY | b|LZ
Y = PT
P— +

SHALTIbI(A) ., | Lo

Pl AsA+T b (A P 25 4R

T = b| (A R =)

A AY | b LZ

| T b L2z
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Removendo a recursividade direta a esquerda

Motivacdo: Evitar lacos infinitos nas andlises sintdticas por causa
de regras do tipo A — Aa.

Exemplo: ba*

A—bZ|b
Z—al|a

{ A= Aa|b
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Exemplo 2: (b+ c)(a+ b)*

{A—)bZ|cZ|b|c

{ A= Aa|Ab|b|c Z—aZ|bZ|al|b
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Exemplo 3: (b+ c)*a(b+ ¢)*

A— BAZ | aZ | BA| a
Z—BZ|B

{A—>AB]BA|a
B—b|c

B—b|c
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Generalizando

Para remover recursao direta a esquerda, as regras A sado divididas
em dois tipos:

> A-)AU]_|AU2‘ ]Auj-,e
> A*)V1|V2| |V/<

Onde o primeiro simbolo em v; # A.
A ideia é derivar recursivamente uma palavra e terminar com v;.
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Nova ideia

Primeiro, gerar v; e depois produzir o resto da palavra com
recursao a direita:

PA—)Vl‘ \vk\le| ‘VkZ
> ZoswZ| ..o juyZ|u] .|y
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Exemplo 4: (b+ bb)(a+ ab)*

A= b|bb|bZ|bbZ
{ A— Aa| Aab | bb| b Z—aZ|abZ|a| ab
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Lema

Seja G =(V,X,P,S) uma GLC e A € V uma variavel em G que é
diretamente recursiva a esquerda. Existe um algoritmo para
construir G = (V/, X, P/, ') tal que L(G’) = L(G) na qual A n3o
é diretamente recursiva a esquerda.

Prova

Suponha que S ndo seja recursiva e que S — A € a (nica regra-\;
e também que P n3o contém A — A.
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Prova, continuacao
Construimos V/ = V U X, onde X contém varidvel adicional para
gerar a recursdo a esquerda.
P’ é obtido de P pela técnica acima.

As novas regras A nao s3o recursivas diretas, pois o primeiro
simbolo de v; ndo é A.

As regras Z também n3o s3o, pois Z ndo ocorre em u; € 0S u;'s
sdo diferentes de A, pela restricdo nas regras A.
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Problema

O problema agora é a recursividade indireta a esquerda.

Isto serd tratado pelo uso de outra forma normal, a Forma Normal
de Greibach.
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Lema 1

Seja G = (V,%,P,S) uma GLC e A € V uma variavel em G que é
diretamente recursiva a esquerda. Existe um algoritmo para
construir G' = (V/, X, P’ S') tal que L(G’) = L(G) na qual A ndo
é diretamente recursiva a esquerda.

Prova

Foi demonstrado no final da aula anterior.
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Lema 2

Seja G = (V, %, P,S) uma gramatica livre de contexto.

Seja A — uBv uma regra em P.

Sejam as regras B de P com a forma: B — wy | wa | ... | wp.
Assim, G' = (V,X, P, S), é equivalente a G, onde

P'=(P—{A—= uBv})U{A—= umv | ...| uw,v}.
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Prova

Cada regra A — uw;v é derivdvel em G. Assim, L(G') = L(G).
Por outro lado, seja w € L(G) onde a regra A — uBv foi usada na
derivagdo. Temos que mostrar que w € L(G").

De fato, se w € L(G) entdo

S = pAqg = puBv = Vg = w.
2 PAG = puBv = puwivg = w

Mas em G’:

S = pAg = Vg = w.
= PAq = puwivq = w
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Forma normal de Greibach

Definicdo:

Uma Gramadtica Livre de Contexto G = (V, X, P, S) estd em
Forma Normal de Greibach (FNG) se cada regra em P tem uma
das seguintes formas:

(i) S— A se A€ L(G);
(i) A— aw, paraac X ew € V*,
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Teorema

Seja G = (V, X, P,S) uma gramdtica livre de contexto. Existe
uma gramatica na forma normal de Greibach que é equivalente a

G.
Prova

Sabemos que é possivel obter uma GLC equivalente a G tal que:
(i) S— A se A€ L(G);

(i) A— a, paraacx;

(iii) A— w, para |w| > 2.
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Prova, continuacao

Podemos usar a técnica usada na prova da existéncia de uma
gramatica na forma normal de Chomsky, substituindo por varidveis
todos os terminais de w a partir do seu segundo simbolo nas regras
da forma A — w para |w| > 2.

Obteremos regras da forma:
A— Xy

ParaXeVUXeye VT,

Basta agora mostrar como substituir estas regras por outras que
estdo na FNG de maneira que a gramadtica resultante seja
equivalente a G.
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Prova, continuacao

Basta usar repetidas vezes os lemas 1 e 2 acima. O primeiro, para
substituir as regras Y diretamente recursivas e o segundo para
substituir Y nos casos em que ele ndo é um terminal.

Para que haja garantia de que o processo termine devemos ordenar
as variaveis sequencialmente.

Qualquer ordenacdo basta em teoria, o efeito pratico é apenas na
complexidade da gramdtica resultante. O melhor € iniciar a partir
da ordenagdo 1 para S.
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Prova, continuacao

Agora, para cada varidvel A € V, comegcando com S, na ordem
dada pela ordenagdo acima, faz-se o seguinte até ndo poder mais,
nesta ordem:

(i) Se existe uma regra A — By, para |y| > 1, tal que a
ordenacdo de B é menor do que a de A, aplica-se o lema 2
acima para substituir B. Nao se aplica esta regra no caso de
novas variaveis introduzidas neste método.

(i) Se existe uma regra diretamente recursiva A — Ay, para
ly| > 1, aplica-se o lema 1 acima.
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Prova, continuacao

Como resultado, obtém-se uma GLC em que as regras da forma
X — Yy, para |y| > 1 s3o tais que a ordenagdo de X é menor que
ade.

Apds o término deste processo, sendo A a varidvel de maior ordem,
as regras A sdo da forma A — ay, y € V*.

Sendo B a varidvel com ordenac3o imediatamente anterior a de A,
as regras B s3o da forma B — Cy, em que C € V sdo tais que
Cc=A

Logo, basta aplicar o lema 2 acima para se obter as regras na
forma pretendida.
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Prova, continuacao

Este processo é aplicado repetidas vezes para as varidveis de ordem
menor até atingirmos S. Ao final, para cada A € V/, tem-se apenas
regras A na forma pretendida e eventualmente regras na forma
Z — w, em que Z é uma varidvel nova criada para se eliminar

N

recursividade direta a esquerda.

Neste dltimo caso, as regras da forma Z — Ay podem ser
eliminadas aplicando-se novamente o lema 2 acima.

Finalmente, apds este processo, todas as regras estardo no formato
permitido pela FNG.
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Exemplo: G = ({A,B,C,D},{b,c,d}, P, A)

A— CB
B— BBD | b
C — BBC | Dc
D— AD | d

R:

» Primeiro, fazemos os lados direitos sé terem varidveis
(C — Dc);

A— CB

B — BBD | b

C — BBC | DE x
D— AD | d
E—c *
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Exemplo, continuacdo

» Seja a ordenacdo seguinte: A=1, B=2, C=3, D=4

E =5.
A— CB
B— BBD | b
C — BBC | DE
D— AD | d
E—c
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Exemplo, continuacdo

» Comecando com A, procura-se regras com lado direito tendo
ordenagdo menor do que lado esquerdo;

> A regra A esta OK;

P> A regra B tem recursividade a esquerda, aplica-se o lema 1.

A— CB ( A— CB
B— BBD | b B —b| bz *
C — BBC | DE C — BBC | DE
D—AD|d D—AD|d
E—c E—c

| Z1 =+ BD | BDZ;
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Exemplo, continuacdo

» Passando para as regras C, a regra C — DE estd OK, mas

» C — BBC: a ordenacio de B é menor do que a de C, entdo
aplica-se o lema 2;

(A CB A= CB
56| bz B b|bZi
¢ - BBC | DE C — bBC | bZiBC «
D—AD|d ¢~ DE
D AD |d
E—c E_ ¢
Zi — BD | BDZ; 2. BD | 802,
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Exemplo, continuacdo

» Passando para as regras D, a regra D — AD: a ordenacao de
A é menor do que a de D, ent3o aplica-se o lema 2;

A CB A— CB
B b|bZ B—b|bz
1

¢ bBC |bzBC | DE | € bBCIbZiBC| DE
D — CBD *

D— AD | d
D—d

E—e E—c

\ 4= BD| BDA, | z1 » BD | BDZ,
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Exemplo, continuacdo

» Esta nova regra tem erro na ordenac¢do, pois a ordenacido de

C é menor do que a de D:

A— CB

B—b|bzy

C — bBC | bZ1BC | DE
D— CBD|d

E—c

Z; — BD | BDZ;

Marcos Castilho

A— CB

B—b| bz

C — bBC | bZ;BC | DE

D — bBCBD | bZ;BCBD | DEBD
D—d

E—c

Zy — BD | BDz,
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Exemplo, continuacdo

» Esta Gltima modificagdo introduziu recursividade a esquerda

em D:
A— CB A—CB
B—b| bz B—b| bz
C — bBC | bZ;BC | DE C — bBC | bZ1BC | DE
D — bBCBD | bZ;BCBD | d D — bBCBD | bZ;BCBD | d
E—c E—=c

Z; — BD | BDZ;

Z, — BD | BDZ, Z, -+ EBD | £BDZ, .

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



Exemplo, continuacdo

» A primeira fase terminou. Agora analisamos na ordem inversa
procurando regras fora do padrdo FNG, mas apenas nas
varidveis que n3o sdo Z;, isto é, apenas as regras A — CB e
C — DE. Primeiro a regra C:

A— CB

B —b| bz;

C — bBC | bZ1BC

C —- DE

D — bBCBD | bZ;BCBD | d

D — bBCBDZ, | bZ;BCBDZ, | dZ»
E—c

Zy — BD | BDZ;

Z, — EBD | EBDZ,
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A— CB

B—b| bz

C — bBC | bZ1BC

C — bBCBDE| bZ1BCBDE| dE *
C — bBCBDZ,E| bZ1BCBDZE| dZ,E
D — bBCBD | bZ;BCBD | d

D — bBCBDZ, | bZ1BCBDZ, | dZ»
E—c

Z; — BD | BDZ;

Z> — EBD | EBDZ,
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Exemplo, continuacdo

> Agora a regra A:

A— CB

B — b | bZy

C — bBC | bZ;BC

C — bBCBDE| bZ; BCBDE| dE

C — bBCBDZ,E| bZy BCBDZ,E| dZ,E
D — bBCBD | bZ,BCBD | d

D — bBCBDZ, | bZ;BCBDZ, | dZ,
E—c

Z, — BD | BDZ,

Z, — EBD | EBDZ,

Marcos Castilho
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A — bBCB | bZ;BCB

A — bBCBDEB | bZ; BCBDEB | dEB
A — bBCBDZ,EB| bZ; BCBDZ,EB| dZ,EB
B — b | bz

C — bBC | bZ;BC

C — bBCBDE| bZ; BCBDE| dE

C — bBCBDZ,E| bZy BCBDZ,E| dZ,E
D — bBCBD | bZyBCBD | d

D — bBCBDZ, | bZ;BCBDZ, | dZ,
E—c

Z, — BD | BDZ,

Z, — EBD | EBDZ,

*




Exemplo, continuacdo

» Para terminar, restam as regras Z;:

A — bBCB | bZ; BCB

A — bBCBDEB | bZ; BCBDEB | dEB
A — bBCBDZ,EB| bZy BCBDZ,EB| dZ,EB
B — b | bZy

C — bBC | bZ;BC

C — bBCBDE| bZ; BCBDE| dE

C — bBCBDZ,E| bZyBCBDZ,E| dZ,E
D — bBCBD | bZyBCBD | d

D — bBCBDZ, | bZ;BCBDZ, | dZ,
E—c

Z, — BD | BDZ,

Z, — EBD | EBDZ,
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A — bBCB | bZ; BCB

A — bBCBDEB | bZ; BCBDEB | dEB

A — bBCBDZ,EB| bZ BCBDZ,EB| dZ,EB
B—b| bz

C — bBC | bZ4BC

C — bBCBDE| bZy BCBDE| dE

C — bBCBDZ,E| bZy BCBDZ,E| dZ,E

D — bBCBD | bZyBCBD | d

D — bBCBDZ, | bZ;BCBDZ, | dZ,

E—c
Zy — bD | bZ,D | bDZ; | bZ;DZ; *
Z, — ¢BD | ¢cBDZ, *
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Exemplo 2: G = ({A,B,C,D},{a, b, c}, P, A)

A— BC| A
p.) B—BC|DC|a
‘Y c—>BC|b
D—BD|c

» Como ja estd em FNC, basta iniciar com a atribuicdo de
ordem as varidveis;

> SejaA=1,B=2, C=3eD =4

Marcos Castilho
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Exemplo, continuacdo

> A regra A estd OK;

» Mas a regra B — BC tem recursividade a esquerda.

A— BC| A (A— BC | A
B — DC | a B—DC|a
P B — BC B—)DCZl|aZl *
C—BC|b C—BC|b
D— BD|c D—BD|c
\21—>C’Czl *
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Exemplo, continuacdo

> A regra C — BC estd com ordenac3o incorreta:

(A— BC | A (A— BC | A

B—DC|a|DCzZ |azy B—DC|al|DCzZ | azy

C—b C—b

C —» BC C — DCC | aC | DCZC | azrC
D—BD|c D—BD|c

Z1 — C| C4 | 41— C | C4h
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Exemplo, continuacdo

> A regra D — BD esta com ordenag3do incorreta:

A— BC| A

A— BC| A
g:fma\oczl\azl B—DC|al|DCZ | azy

C — b | DCC | aC | DCZ,C | az1C
€= DCC | aC | DCAC | aziC D — DCD | aD | DCZD | aZiD | ¢ *
D—BD|c Z5c|cz
21%C|C21 1 1

Marcos Castilho
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Exemplo, continuacdo

P> Agora surgiu recursividade a esquerda em duas regras D:

A— BC|A
A— BC|A
B—)DC‘3|DC21‘321
B—DC|a|DCZ | azy
C s b | DCC | aC | DCZiC | aziC C— b | DCC | aC | DCZC | aziC
D —aD | aziD | c
D—aD | aZiD | c D — aDZ, | aZ1DZ, | cZ *
D — DCD | DCZ;D Z—>C|2CZ 1He2 ] ee2
21%C|C21 ! L

Z, = CD | CZD | CDZ, | CZDZy =
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Exemplo, continuacdo

» Colocando terminais no inicio, na ordem contréria da
ordenacdo, iniciando com C, pois D ja estd pronto:

A— BC|A
B—>DC\a|DCZl\321
C—b|aC|aziC

C — aDCC | aZyDCC | cCC

C — aDZ,CC | az1DZ,CC | cZ,CC
C — aDCZ;[C | aZlDCZ]_C | cC21C
C — aDZ,CZiC | aZ1DZ,CZ,C | ¢Z,CZ; C
D — aD | aziD | ¢

D — aDZQ | 321D22 | C22

Zl — C | CZl

Z, — CD | CZ1D | CDZ, | CZ1DZ,

A= BC| A
B—>DC|3‘DC21|321
C—b|aC|aziC

C — DCC | bcz; C

D — aD | aziD | c

D — aDZQ | 821D22 ‘ C22
Zl—)C|CZ1

Z2 — CD | CZlD | CDZZ | CZlD22

* * X ¥
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Exemplo, continuacdo

> Agora as regras B:

A— BC| A

B — DC|a|DCZ | az

C — b|aC|az;C

C — aDCC | aZ;DCC | cCC

C — aDZ,CC | aZ1DZ, CC | cZ,CC
C — aDCZ,C | aZiDCZ,C | <CZ, C
C — aDZ,CZ1C | aZyDZ,CZ,C | cZ,CZ;1 C
D — aD | aZiD | c

D — aDZ, | aZ1DZ; | cZ;

Zi - C|

Z, — CD | CZ1D | CDZ, | CZ1DZ,

Marcos Castilho

BC | X

alazy

aDC | aZz;DC | cC

aDZ,C | az;DZ,C | cZ,C
aDCZ;y | az;DCZ; | cCZ;
aDZ,CZy | aZ1DZxCZ; | cZCZy
b| aC | az;C

aDCC | 2z, DCC | cCC

aDZ,CC | aZ;DZ,CC | cZ,CC
aDCZ,C | aZyDCZ;C | cCZ;C
aDZ,CZ,C | aZ1DZ,CZ,C | cZ,CZ;C
aD | aZiD | ¢

D — aDZ, | aZ1DZ, | cZy

Z; - C| Ch

Zy — CD | CZ1D | CDZ, | CZ1DZ,

AN HHE®>
R A
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Introdugdo a Teoria da Computagio



Exemplo, continuacdo

> Agora as regras A:

B —
B —
C —
C —
C —
C —
C —
D —
D —

Marcos Castilho

BC | X

al|az;

aDC | aZ;DC | cC

aDZ,C | aZ1DZ,C | cZ,C
aDCZ, | aZ1DCZy | cCZy
aDZyCZy | aZ1DZ,CZy | cZ,CZy
b | aC|az;C

aDCC | aZ;DCC | cCC

aDZ,CC | aZ1DZ,CC | cZ,CC
aDCZ,C | aZ;DCZ,C | cCZ;C
aDZ,CZ,C | aZyDZyCZ1 C | cZoCZ, C
aD | aZiD | ¢

aDZ, | aZ1DZ; | cZ,

Z1 - C|Cz
Z, — CD | CZ,D | CDZ, | CZ,DZ»
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A—
A—
A—
A —
A —
A —
B —
B —
B —
B —
B —
C —
C —
C—
C —
C —
D —
D —

A

aC | az;C

aDCC | aZ;DCC | cCC

aDZ,CC | azyDZ,CC | cZ,CC
aDCZ;C | az;DCZ,C | cCZ;C
aDZ,CZyC | aZyDZyCZ1 C | cZ,CZ, C
alazy

aDC | aZz1DC | cC

aDZ,C | aZyDZ>C | cZ,C

aDCZ; | aZ4DCZy | <CZy

aDZ,CZy | aZ1DZ,CZ, | cZoCZ4
b|aC|az;C

aDCC | aZ; DCC | cCC

aDZ,CC | aZ;DZ,CC | cZ,CC
aDCZ,C | aZyDCZ,C | cCZ1 C
aDZ,CZ,C | aZ1DZ,CZ; C | c¢Z,CZ, C
aD | aziD | ¢

aDZ, | aZ1DZ, | cZy

2= C|cz
Z» — CD | CZ4D | CDZ, | CZ1DZ»

EE




Exemplo, continuacdo

> Finalmente, restam as seis regras Z; e Z», que devem ser
tratadas para que os lados direitos iniciem com terminais.

» Basta trocar, em cada uma das seis regras, o C inicial do lado
direito da regra por cada uma das quinze possibilidades,
resultando em mais 6 x 15 = 90 regras adicionais.

» Isto fica como exercicio. . .
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Teorema

Seja G uma Gramitica Livre de Contexto. Existe um algoritmo
para construir uma gramatica equivalente em Forma normal de
Greibach.

Marcos Castilho DInf/UFPR
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Exercicio

1- Simplificar, colocar em FNC e em seguida em FNG

S — SaB | aB
B — bB |\

2- Todos os exercicios do capb do Sudkamp, péaginas 147 até 152.
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Licenca

» Slides feitos em IATEX usando beamer e tikz, editados com
vim.

> Licenca
Creative Commons Atribuicdo-Uso N3o-Comercial-Vedada
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