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Teorema

Para qualquer gramdtica livre de contexto G existe um autémato
com pilha que reconhece L(G).

Prova

Seja G' = (V,X,P,S) uma gramética livre de contexto na Forma
Normal de Greibach equivalente a G.

Um APN que aceita L(G') é M = ({q0,9r}, X, V,0,{q0},{qr}),
onde 4 é assim:
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Prova, continuacao

> 0(qo, A, A) = {[ar, S}
» Se S — X € P, entdo d(gr, N, S) = {qr, \};
> Vac¥ecadaX eV,
6(qr,a, X) ={lar,y] |y e V" e X = ay € P}

Para mostrar que L(M) = L(G’) basta mostrar que Yw € X* e
y € V¥, S = wy se, se somente se, [qo, w, \] F [gf, A, y], pois

quando y = X teremos que Yw € X*, § = w se, e somente se,
[90, w, A] F* [gr, A\, A]. As provas s3o feitas por inducdo.
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Prova, continuacao

Por indugdo no tamanho da derivacgao:
Yn>1,weX*ye V* seS= wy entio [qo, w, \] F [gr, \, y].
Para n =1, temos dois casos:

RSN (w=y=M\)eportanto S — A € P. Nese caso, pela
definicdo de ¢, [go, A, A] F [gf, A, S| F [gr, A\, Al

> S ay (w = a) e portanto S — ay € P. Neste caso,
[qO)av A] F [qf7 a, 5] = [qfv)‘).y]'
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Prova, continuacao
Assumimos que paraum n>1que Vw € X*, y € V¥ se S 2 wy
entdo [q07 w, )\] F [qfa )\ay]

Suponha entdo que S ol way,Vy € V*. Entdo temos duas
alternativas:
> S = waSy = ay com aplicacdo da regra S — \. Neste caso
por hipétese de inducio, e pela definicdo de ¢,
[go, wa, A] F [gr, A, Sy] e assim [gf, A, Sy] F [gr, A\, y] e
portanto [qo, wa, A] I [gr, A, y].

> S = wXu= azu, sendo que X — az € P. e y = zu. Neste
caso, pela hipétese de indug3o, [qo, w, A] I [gf, A, Xu] e assim

[q0, wa, \| F [gf, a, Xu]. Como X — az € P, entdo

[gr, a, Xu] F [gf, A\, zu]. Mas y = zu entdo segue que
[q0, wa, Al [gf A, y].
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Exemplo
L={w e {0,1}* | w tem igual nimero de zeros e uns.}

Esta linguagem é gerada pela GLC seguinte:

{ S—0515[150S | A

Em FNG:

S —0SUS | 15825 | A
Z—0
U—1
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Exemplo, continuacdo
Um AP é: ({qo,qr},{0,1},{S,Z, U}, 9, q0,{qr}), onde:
> 5(qo, A\ A) = {[ar, SI}

> d(gr, A\, S) = {[gr, A]}

> 0(gr,0,5) = {[qr, SUS]}

> d(ar,1,S) = {[ar, SZS]}

> 0(qgr,0,Z) = {[gr, ]}

> 5(qr, 1, U) = {[qgr, \]}
A, S/
0,5/5US

start H‘)L/S 1,5/57S

0,Z/A
1,U/\
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Definicao

Seja um APN M = (Q, X, T, qo, F). Dados dois estados g1, q> € Q
e A€ T U{\} um elemento do alfabeto da pilha.

Considere o conjunto C(q1, A, g2) que contém todas as palavras

w € X* tais que o APN M, comecando em g1, com a pilha
contendo A, termina no estado g, com a pilha vazia apds
consumir w, ou seja:

C(q1,A, q2) = {w € Z* | [q1, w, A] F [g2, \, A}

Observe que L(M) = Uldo.ar)| quFC(q07>\7 qr)-
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Ideia

Suponha que seja possivel gerar o conjunto C(q1, A, g2) por meio
de uma gramatica cuja varidvel de partida seja [q1, A, g2].

Entdo L(M) pode ser gerada por uma gramatica constituida por
todas as regras [g1, A, g2], mais as regras da forma P — [qo, A, gf],
para cada gr € F.
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Teorema

Para qualquer APN M, existe uma Gramitica Livre de Contexto G
que gera L(M).

Prova

Seja um APN M = (Q, X, T, 4, qo, F). Construiremos uma GLC
com varidveis da forma [qo, A, g1], com qo,q1 € Q e A T U{\},
de modo que Vw € ¥ *:

[q07A7 ql] $ W < [q07 WaA] F [qla)\a /\]

Gserd: G=(X,V,P,S),onde V={S}U{Q x (TU{A}) x Q}.
As regras em P est3o na préxima pagina.
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Prova, continuacao

» Para gr € F:
S — [q0, A, grl;
» Paracada g€ @, [g,)\,q] = A
» Para cada transicdo [¢/, z] € 6(q,a,A), onde AT U{A},
aeXU{\},ez=B1B,...B,, Biel,1<i<n,as
seguintes regras do TIPO 1:
> Sez=X\[q,A q4] = a[¢’, )\, q4],Yq4 € Q;

> Se z #£ ),
(9, A, Gan] — alq’, B1, qa1][qd1, B2, Gaz] - - - [Gdn—15 Bns Gan],
para cada n-upla de estados (qq1, Gd2, - - -, Gdn) € Q;

Ca,A/z
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Prova, continuacao

> Se A = )\, acrescentar as seguintes regras do TIPO 2:
> Sez=M\[q,C,q4] — alq’, C,qq], para cada C €T e cada
q4 € Q.
> Se z# A [q,C, qdnt1] —

alq’, B1, qa1][qd1, B2, qa2] - - - [qdn—1, Bn, Gdn)[dn, C Gant1],
para cada C € T e cada (qq1,- - -, Gdns Gdns1) € QL.

Ca,A/z
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Prova, continuacao

Agora basta provar que:

[q,A, q'] = w se, e somente se, [q, w, A] F* [¢, A, A

Para todo q,¢' € QAcTU{\} ew € *.

Isto segue da prova de que:

[q, A, ggn] = W[qdo, B1, qd1] - - - [ddn—1, Bn, Gdn] Se, € somente se,
[q, w, Al F [q40, A, B1Bs . .. Bp], para todo

d,49do,---,qd, € QA€ TU{A},B1,...,B, €T e w € L*, pois no
caso em que n = 0 obtém-se a afirmativa anterior quando q' = qqo.
A prova é por inducdo e sera omitida.
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Exemplo

Seja o AP que reconhece L = {a"cb" | n > 0} U {A}:

a, A/ X b, X/A

c, A\
start —
Inicialmente:

> S — [q0)>‘a qO] | [q07)\7q1];
> [q07 >\a qO] — >\;
> [Ch, )‘a ql] — )\;
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Exemplo, continuacdo

Em seguida, para a transicdo [qo, X] € d(qo, a, \):
> TIPO 1:
> [qo, A, go] — a[qo, X, qol;
> [q0, A, q1] — alqo, X, qul;
> TIPO 2:

> [quxaqO] — a[q07Xaq0][q0aX7q0] ‘ 3[Q07X,Q1][Q17Xaq0];
> [q07Xaq1] — a[CIOaX7CIO][quX7CI1] ‘ Q[QO7X,Q1][Q17X,Q1]i
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Exemplo, continuacdo

Em seguida, para a transi¢cdo [g1, A] € (qo, ¢, \):
> TIPO 1:
> [q0, A, qo] — c[q1, A, qo];
> [q0. A q1] = clgr, A, qul;
> TIPO 2:

> [quxaqO] — C[Qlaxa%];
> [quXaql] — C[CI17X7CI1];
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Exemplo, continuacdo

Em seguida, para a transi¢cdo [q1, A] € 6(q1, b, X):
> TIPO 1:

> [q17Xaq0] — b[q17A7 CIO]y
> [qlaxvql] — b[quka Q1];
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Exemplo, continuacdo

Eliminando as variaveis inuteis:

S — [q0, A, qo] | [0, A, g1

[q0, A, q1] = alqo, X, q1] | c[q1, A, aqul;

[q0, X, q1] — a[qo, X, a1l[q1, X, q1] | ¢[q1, X, qu];
[q1, X, 1] = blq1, A, q1];

[90, A, qo] = A;

[q1, A\, 1] — A

v

>
| 2
>
>
>
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Exemplo, continuacdo

Renomeando as variaveis:
» S A|B;

» B — aC | cD;

» C — aCE | cE;

» E — bD;

> A— )

> D — ).
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Resultado

As Gramiticas Livre de Contexto geram exatamente as linguagens
reconhecidas por Automatos com Pilha N3do-Deterministicos.

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



Exercicios

» Sejao AP P = ({i},{(,)},{0},4,{i},{i}) tal que d é dado
por: 6(i,(,A) =[i,0] e §(i,),0) = [/, \]. Construa uma GLC
que gere L(P).
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Licenca

» Slides feitos em IATEX usando beamer e tikz, editados com
vim.

> Licenca
Creative Commons Atribuicdo-Uso N3o-Comercial-Vedada
a Criagdo de Obras Derivadas 2.5 Brasil License.http://
creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/br/
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