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Propriedades de Linguagens Livre de Contexto

Lema do Bombeamento

Seja L uma Linguagem Livre de Contexto. Entdo existe uma
constante k > 0 tal que, para qualquer palavra z € L com |z| > k
existem u, v, w, x,y € X* que satisfazem as seguintes condicGes:

> z = uvwxy

> jvwx| < k

> vx £ A

> wiwx'y € L,Vi>0
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Prova

Se L é finita o lema vale
por vacuidade. Assuma G =
(V,X,P,S) uma GLC na NFC
tal que L(G) é infinita. Como
V e P s3o finitos, existe um
nimero k > 0 tal que qualquer
palavra z € L com |z| > k terd
uma arvore de decisdo assim: u [ v /W\ x\ y
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Prova, continuacao

Um caminho simpes que se inicia na raize u,v,w,x,y € ¥*. A
varidvel X se repete, pois: basta tomar k = 2" com n = card(V).
Se z é tal que S = z e |z| > 2" entdo existe um caminho de
tamanho pelo menos n+ 1 e card(V) 4 1 na &rvore de decisdo de
Sz

Se p é o maior caminho de S até uma folha, p deve conter pelo
menos n + 2 nodos e portanto X aparece pelo menos duas vezes.
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Lema

Seja G em FNC e A = w uma derivacio de w € ¥* com arvore de
decisdo T. Se a profundidade de T é n entdo |w| < 271,
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Corolario

Seja G em FNC e S = w uma derivacdo de w € L(G). Se
|w| > 2" entdo a arvore de decisdo tem profundidade pelo menos
n+ 1.

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



Prova, continuacao

Como G esta em FNC, ou v ou x é diferente de A e assim vx # A.
Logo, o caminho p que vai da primeira ocorréncia de X até uma
folha tem o tamanho maximo de n+ 2 nodos, e portanto a
profundidade da arvore de deciso de X = vwx é no maximo n+ 1.
Logo, |vwx| < 2". Portanto, S = uXy, X = vx e X = w.
Assim, S = uXy = uviwx'y,i > 0 e consequentemente

uviwxiy e LVvi>0.
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Exemplo

L={a"b"c" | n> 0} ndo é uma linguagem livre de contexto.
Suponha que L seja LLC. Seja k a constante do lema do
bombeamento e seja z = akbkck € L. Como |z| > k entdo existem

u,v,w,x,y € 2* tal que:
> z = uvwxy

> vwx| < k

> vx £ A

> uviwxiyEL,Vizo.
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Exemplo, continuacdo

Como |vwx| < k, entdo u = a¥q, para algum g ou y = pck, para
algum p, onde v # X ou x # A.

2wx?y contém menos

» Primeiro caso: u = akq. Sejai=2e uv
a's do que b's e c's.

2wx?y contém menos

» Segundo caso: y = pck. Sejai=2e uv
c'sdo que a'se b's.

Logo, uv?wx?y ¢ L. Portanto L n3o é LLC.
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Exemplo 2
L= {a'bla’b/ | i,j > 0} ndo é uma linguagem livre de contexto.
Suponha que L seja LLC. Seja k a constante do lema do
bombeamento e seja z = akb¥akbk € L. Como |z| > k entdo o
lema se aplica z = uvwxy satisfazendo as demais condi¢cdes do

lema, isto é:
> |vwx| < k
> vx # A\

> uviwx'y € L,Vi>0.
Como |vwx| < k ent3o temos dois casos:
» Primeiro caso: vwx € a* ou vwx € b*
» Segundo caso: vwx € a*b* ou vwx € b*a*

De toda maneira, v e x contém apenas a's ou apenas b's.
Bombear v e x aumenta o niimero de a's ou b's em apenas uma
das subpalavras de z. Portanto L n3o é LLC.
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Exemplo 3

L={w e a*||w|é primo} ndo é LLC.

Suponha que L seja LLC e seja n um primo maior do que k, onde
k é a constante do lema do bombeamento. Logo, a" = uvwxy
satisfazendo as demais condices do lema.

Seja m = |u| + |w| + |y|.

Considere agora |uv/wx'y| = m + i(n — m) e tomemos i = n+ 1.
Temos:

luv™twx™y| = m+ (n+1)(n—m) =n(n—m+1), onde n > 1
en—m+1>1.

Portanto |uv™1wx™1y| & L, e assim L n3o é LLC.
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Teorema

O conjunto das linguagens livre de contexto é fechado sob as
operagdes de unido, concatenacgdo e fecho de Kleene.

Prova

Sejam duas LLC's pars L1 e L, com gramaticas
Gy = (V1,X1,P1,51) e G = (V2, X2, P2, 52) tais que Ly = L(Gy)
e L2 = L(G2)
» Gramdtica para LiULy: V3 = ViU W, U {53}, Y3=23X1UXy,
P3:P1UP2U{53—>51,53—>52} 653€ ViU W,
» Gramdtica para Lilp: V3= Vi UVLU{S3}, L3 =% UX,,
P3:P1UP2U{53—>5152}653€ ViU W,
» Gramdtica para Lj: V3 = Vi U{S3}, X3 =X,
P3; =P U {53 — 5153,53 — )\} e S3 ¢ Vi.
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Teorema

A classe das linguagens livre de contexto ndo é fechada sob
intersecao nem sob complementacdo.

Prova

Sejam Ly = {a"b"ck | n,k > 0} e Lo = {a"bkck | n,k > 0}.
Tanto L; quanto Ly sdo LLC, mas L3 N Ly = {a"b"c" | n > 0},
que n3o é LLC.

Também, pelas leis de De Morgan, como Ly N Ly = L1 U L, e como
LLC’s sdo fechadas sob unido, também seriam sob intersec3o, se
fossem sob complementacgdo.
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Teorema

Seja L uma linguagem livre de contexto e R uma linguagem
regular. Entdo L N R é uma linguagem livre de contexto.

Prova

Basta simular a execucao “em paralelo” de um APN para L e um
AF para R. A pilha final é a pilha do APN de L.
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Exercicios

» Use o lema do bombeamento para mostrar que as seguintes
linguagens nao sao livre de contexto:
> {a" | n>0}
> {a"bkc"d* | n, k > 0}
» Sejam L3 ={a"b" | n>0} e
Ly ={w € {a, b} | |w| é um miltiplo de 5.} Mostre, para
cada linguagem a seguir, que ela é ou ndo uma LLC.
> I
> LNk
> [Nl
» Seja n,(w) a quantidade de a's em uma palavra w. Prove que
as seguintes linguagens sao ou ndo sdo LLC.
> {we{abci | n(w)=nsw)}.
> {we{ab,c}* | nyw) = np(w) = n(w)}.
> {w e {a,b,c}* | n/(w) é um quadrado perfeito}.
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Licenca

» Slides feitos em IATEX usando beamer e tikz, editados com
vim.

> Licenca
Creative Commons Atribuicdo-Uso N3o-Comercial-Vedada
a Criagdo de Obras Derivadas 2.5 Brasil License.http://
creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/br/
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