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Complexidade Computacional

> A complexidade de tempo de uma mdquina de Turing é
medida pelo nimero de transicdes em uma computagdo;

> Normalmente se emprega a no¢ao de taxas de crescimento
para se descrever a complexidade de uma mdaquinade Turing;

> A complexidade de uma linguagem é determinada pela
complexidade das maquinas que aceitam essa linguagem.
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Complexidade de tempo de uma mdquina de Turing

> A complexidade de tempo de uma computacdo mede a
quantidade de trabalho dispendida por uma computacao;

> A complexidade de tempo de uma mdquina de Turing é
quantificada pelo nimero de transicdes processadas;

> Vejamos um exemplo.
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MT para os palindromes sobre {a, b}

a/a,R
b/b, R
a/a,R
Q b/b,R B/8, L ‘\a/a .
b/b, L
a/B,R
a/B, L
start >
WB R
b/B,R b/B, L
B/B, L
a/a,R
b/b, R
a/a,R
b/b, R
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Analise do exemplo

» Uma computacdo de M consiste de um laco que compara o
primeiro simbolo n3o branco na fita com o dltimo.

» O primeiro simbolo é anotado e substituido por um branco a
partir do estado qj.

» O ultimo n3o branco é comparado com esse e se torna branco
também.

> A maquina ent3o se move até o inicio, passando os ndo
brancos e o ciclo é repetido.

» A palavra é aceita nos estados g; (tamanho par) ou qg
(tamanho impar).
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Analise do exemplo

» As partes superior e inferior do diagrama de estados sdo
simétricas com relacdo a a e b.

» Logo, o niimero de transicoes em uma computacdo depende
do tamanho da palavra de entrada.

> A complexidade de tempo é medida pelo trabalho requerido
para uma palavra de tamanho fixo.
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Definicao: complexidade de tempo

Seja M uma MT padr3o. A complexidade de tempo de M é a
funcdo tcy : N — N tal que tcy é o maximo nimero de transicoes
processadas por uma computacao de M quando iniciada com uma
palavra de tamanho n.
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Observacao

> Assumimos que a MT em questdo para para toda entrada;

> Nao faz sentido fazer esta andlise para maquinas que nao
param;

» A definicdo serve tanto para maquinas que reconhecem
linguagens quanto aquelas que computam fung¢des.
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Andlise do pior caso

» A complexidade de tempo nos da o pior caso do desempenho
de uma MT;

» Primeiramente porque consideramos os limites da computacao
algoritmica, queremos o minimo de recursos necessarios para
garantir que uma computacdo termine;

» Em segundo lugar porque é mais facil calcular isso do que a
média.
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Voltando ao exemplo dos palindromes

» A computacdo de M termina quando toda a palavra de
entrada é processada e substituida por brancos, ou entdo
quando uma falha é encontrada;

» Logo, vamos nos concentrar na aceitacdo, n3o na rejeicao
(pior caso);

> Assim podemos obter valores iniciais da funcao tcy:
» (tem(0), tem(1), tem(2), .. .).
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Continuacado do exemplo

> Mas queremos uma fungdo geral, por isso é necessario uma
analise cuidadosa;

> A maquina alterna sequéncias de movimentos para direita e
esquerda e inicialmente estd posicionada no primeiro branco
da fita. Consideremos uma palavra de tamanho par.

Dinf/UFPR
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Continuacado do exemplo

» Movimentos para direita:
» A mdquina se move para direita, apagando o ndo branco mais
a esquerda. O restante da palavra é lido e a maquina se
encontra em g4 ou g7. Isto requer k + 1 transi¢cOes, onde k é a
parte que nao é branca na fita.
» Movimentos para esquerda:
» M se move para esquerda, apagando o simbolo pareado e
continua pulando os n3o brancos. Isto requer kK movimentos.
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Continuacado do exemplo

> A computacdo entra em um ciclo apagando sempre dois
simbolos até que tudo seja branco;

» O pior caso ocorre quando M aceita a palavra;

» Logo, a computa¢do que aceita a palavra de tamanho n
requer n/2 iteragdes.
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Continuacado do exemplo

Iteracdo Direcdo  Transi¢Oes

1 direita n+1
esquerda n

2 direita n-1
esquerda n-2

3 direita n-3

esquerda n-4

n/2 direita 1
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Continuacado do exemplo

» O ndmero total de transicdes pela soma total em cada

iteracao.
n+1
. n+2)(n+1
te( ):Z,:( )2( )
i=1
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Exemplo 2: MT com duas fitas para o mesmo problema

» Uma MT com duas fitas pode ser construida assim:

» Copia-se a entrada da fita 1 na fita 2;

» Volta-se o cabecote da fita 2 ao inicio;

» Enquanto o cabecgote da fita 1 anda para esquerda, o da fita 2
anda para direita, comparando-se os simbolos e eventualmente,
aceita.
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Andlise do exemplo 2

» O pior caso ocorre quando a entrada for um palindrome, que
fara a MT aceita-la;

P> Logo, requer: uma cdpia, um retorno ao inicio e a
comparagao;

» Em suma, tcyy =3(n+ 1)+ 1.
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Observacoes

» A definicdo de complexidade de tempo é prevista para uma
computacao na maquina M e n3o na linguagem aceita pela
maquina;

» Como uma mesma linguagem pode ser aceita por varias MTs

diferentes, cada uma pode ter uma complexidade de tempo
diferente;

P> Para os exemplos acima, a primeira é aceita com tempo
(n? +3n+2)/2, enquanto que a segunda em 3n + 4;
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Observacoes

» Dizemos que uma linguagem L é aceita em tempo
deterministico f(n), se existe uma maquina de Turing M
deterministica, de qualquer variedade, com
tem(n) < f(n),¥ne N,

» Evidentemente, a maquina com duas fitas faz computacdes
mais complexas em cada transi¢cdo, e a complexidade de
tempo é menor do que a outra, cujas transicdes sao mais
simples.
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Taxas de crescimento

> A taxa de crescimento de uma funcdo mede o aumento dos
valores da funcdo com relacdo ao aumento do tamanho da
entrada;

> Ela é determinada pelo termo que mais contribui para o
crescimento da funcio.

» Por exemplo, considere as funcdes n® e n> +2n+5
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Tabela comparativa

n 0 5 10 25 50 100 1000
n? 0 25 100 625 2500 10000 1000000
n>+2n+5 5 40 125 680 2605 10205 1002005
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Taxas de crescimento

» Os termos lineares e constantes podem fazer alguma diferenga
para valores pequenos de n, mas conforme n cresce, eles
passam a ser despreziveis.

» Eles s3o os termos de mais baixa ordem, enquanto n? é o
termo de mais alta ordem.
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Definicdo: O grande

Sejam f e g duas fungdes numéricas. A fungdo f é dita ser da
ordem g, escrito f = O(g), lido “f é O grande de g", se existe
uma constante positiva e um natural ng tal que:

f(n) < cg(n)

Para todo n > nqg.
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O grande

> A ordem de uma funcdo nos dd um limitante superior para os
valores da funcdo conforme o tamanho da entrada cresce.

> A funcdo f é da ordem g se seu crescimento é limitado por
uma constante multipla dos valores de g.

» Por causa da influéncia dos termos de menor ordem, a
desigualdade f(n) < cg(n) ocorre apenas para valores maiores
do que algum nimero especificado.
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O grande

» Duas fungdes f e g s3o ditas terem a mesma taxa de
crescimento se f = O(g) e g = O(f).
> Assim:
» f(n) < cig(n), paran>nq; e
> g(n) < cf(n), para n > ny.
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O grande

> Logo:
> f(n)/ca < g(n) < cf(n);
> g(n)/ca < f(n) < cig(n).
» E isso vale para todo n maior do que o maximo entre ni e np.
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Exemplo

> Seja f(n) = n?+2n+5e g(n) = n
» Entdo f = O(g) e g = O(f).
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Prova

» Obviamente n? < n? +2n+ 5, para todos os naturais, com
c=1leny=0.

» Assim, claramente, g = O(f).
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Prova, continuacao

» Para o outro lado, basta notar que:
> 2n<2n?e5<5n? para todo n > 1.
» Entdo:

> f(n)=n*+2n+5

> < n?+42n%+5n°

> = 8n2

> =8g(n).
» quando n > 1. Assim, n? +2n+5 = O(n?).
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Exemplo 2

» Seja f(n) = n?e g(n) = nd.
Entdo: f = O(g) e g # O(f).

> Pois, obviamente, n?> = O(n®) pois n> < n3, para todo
natural.

v

» Mas, se n® = O(n2), entdo existem constantes ¢ e ng tais que
nd < en?, para todo n > ng. Mas se n; for o maximo entre
ng+1ec+1, entao n%:nlnf>cn%en1 > ng, o0 que é um
absurdo.
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Outras funcoes importantes

» Logaritmicas;
» Exponenciais;

» Fatoriais.
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Observacoes

> As funcdes logaritmicas sdo limitadas polinomialmente;
» As funcdes Exponenciais e fatoriais ndo sdo. Elas apresentam
taxa de crescimento exponenciais.

P> Estas classes s3o importantes e serdo liteis na sequéncia deste
estudo.
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Hierarquia O grande

> A eficiéncia de um algoritmo é comumente caracterizada pela
sua taxa de crescimento.

» Um algoritmo com tempo polinomial é um cuja complexidade
de tempo é limitada polinomialmente.

» A diferenca deste para os ndo polinomiais aparece quando se
considera o nimero de transicGes de uma computacao
conforme o tamanho da entrada cresce.
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Curiosidade: nimero de transicoes com tcy; para um n

n loga(n) n n? 2" n!

5 2 5 25 32 120

10 3 10 100 1024 3628800
40 5 40 1600 102 10%
200 7 200 40000 100 10374
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Nomes para as funcoes

O grande Nome

0o(1) constante
O(logs(n))  logaritmico

O(n) linear

O(nlog,(n)) nlog n

0(n?) quadratico

o(n®) cubico

O(n") polinomial, r > 0
o(b") exponencial, b > 1
O(n!) fatorial
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Complexidade das variantes de MT

» Teorema: Seja L uma linguagem aceita por uma MT M com
k trilhas, deterministica com complexidade de tempo
tepm(n) = f(n). Entdo L é aceita por uma MT padrdo M’ com
complexidade de tempo tcy,(n) = f(n).

» Teorema: Seja L uma linguagem aceita por uma MT M com
k fitas, deterministica com complexidade de tempo
tep(n) = f(n). Entdo L é aceita por uma MT padrdo N com
complexidade de tempo tcy(n) = O(f(n)?).
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Complexidade nao deterministica

Definicdo: seja M uma MT ndo deterministica. A complexidade de
tempo de M é uma fungdo tcy : N — N tal que tey(n) é o
maximo nimero de transicdes processadas por uma computacao,
empregando qualquer escolha de transi¢cdes, de uma entrada de
tamanho n.
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Exemplo

Seja o problema de reconhecer palindromes.
» Uma MT n3o deterministica com duas fitas.
» Os dois cabecotes se movem para a direita enquanto a
entrada é copiada para a fita 2.

» Uma transicdo que adivinha o meio da palavra faz com que o
cabecote da fita 1 se mova para a esquerda enquanto o outro
continua se movendo para a direita e ao mesmo tempo
comparando os simbolos.

> th(n) =n+2.
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Complexidade de espaco

» Usamos uma MT com k fitas, a primeira é read-only e contém
a entrada. As outras s3o fitas de trabalho. Na primeira fita, o
cabecote se move apenas até o final da string de entrada.

» O trabalho é feito nas outras fitas e queremos medir o espaco
ocupado nelas, n3o na fita de entrada.

» Definicdo: Seja M uma MT com k fitas. conforme acima. A
complexidade de espaco de M é a funcdo scp; : N — N tal
que scm(n) é o maximo nimero de espacos na fita lidos nas
fitas de 2 até k por uma computacdo de M que é iniciada
com uma palavra de tamanho n na fita de entrada.

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



Complexidade de espaco

» Teorema: Seja M uma MT com k fitas com complexidade de
tempo tcy(n) = f(n). Entdo scp(n) < (k — 1)f(n).

» Teorema: Seja M uma MT com duas fitas com complexidade
de espaco scy(n) = f(n). Entdo tc,(n) < ¢f(") onde ¢ é
dependente de n, de f(n), do nimero de simbolos da fita de
M e do nlimero de estados de M.
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Licenca

» Slides feitos em IATEX usando beamer e tikz, editados com
vim.

> Licenca
Creative Commons Atribuicdo-Uso N3o-Comercial-Vedada
a Criagdo de Obras Derivadas 2.5 Brasil License.http://
creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/br/

Creative Commons Atribuicdo-Uso Nao-Comercial-Vedada
a Criagdo de Obras Derivadas 2.5 Brasil License.http://
creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/br/
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