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SAT estd em NP

Primeiramente, definimos uma representacdo para FBF's sobre um
conjunto de varidveis booleanas {xi,x2,...,%n}.

» Varidvel: codificada pela representacdo em bindrio do seu
subescrito;

> Literal: é a varidvel codificada seguido de #1 se o literal é
positivo e #0 se negativo.

Literal Codificacdo

Xi i#1

—X; i#0
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SAT estd em NP

» O numero que segue a codificacdo da varidvel especifica o
valor booleano que satisfaz o literal,

» Uma FBF é codificada concatenando-se os literais com os
simbolos representando conjunc¢ao e disjun¢ao.

> Exemplo:

g (X1 vV —|X2) A (—|X1 V X3)
> 141\ 1040 A 140 V 1141,
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SAT estd em NP

> A entrada da MT consiste da codificacdo das varidveis na
férmula seguida de #+ e depois a codificacdo da férmula.
» Exemplo para a férmula anterior:
> 141041144141V 1040 A 140 v 11441
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SAT estd em NP

» Representacdo de uma instancia do problema:
> string sobre X = {0,1, A, V,#}.
> A linguagem Lga7 consiste
» s3o todas as strings sobre ¥ que representam FBF's em FNC.
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SAT estd em NP

A maquina de Turing n3o deterministica com duas fitas M:
» M usa chutar e verificar;
» O chute gera n3o deterministicamente uma atribuic3o de
valores verdade;
> M inicia com a entrada na fita 1 e BB na fita 2.
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SAT estd em NP

Passo 1:
» Se a entrada n3o tem a forma certa, a computagdo termina e
rejeita.
Fita 2 BB
Fita 1 BI#10#11H#H#1#1V 1040 A 140V 11#1B.
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SAT estd em NP

Passo 2:
» A codificacdo da primeira varidvel da fita 1 é copiada na fita 2;
» Segue um 0 ou 1 gerado n3o deterministicamente;

» Se ndo for a ultima varidvel, coloca ## e repete para as
outras;

> Nao deterministicamente, escolher um valor para cada varidvel
define a atribuicdo de valor verdade t;

» O valor verdade para x; é denotado t(x;).

Fita 2 B1l#t(xy) #4104t (x0)##11#t(x3) B
Fita 1 B1#1041144141 Vv 1040 A 140 v 1141B.
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SAT estd em NP

» Reposicionar o cabecote da fita 2 no inicio;

» O cabecote da fita 1 é posicionado apds ## em uma posicao
para ler a primeira varidvel da férmula.

Fita 2 B1#t(xy ) #4104t (x0) #4114t (x3) B
Fita 1 B1#£10#41144£1461 v 1040 A 1440 V 11#1B.
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SAT estd em NP

P> A geracdo da atribuicdo de valores é a lnica parte ndo
deterministica de M

» O restante da computacdo determina se a férmula é satisfeita
pela atribuicao ndo deterministica.
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SAT estd em NP

Passo 3:
> Assuma que a codificacdo da varidvel x; foi lida na fita 1;
> A codificacdo de x; é encontrada na fita 2;

» M entdo obtém o resultado da comparagdo de t(x;) na fita 2
com o valor booleano que segue x; na fita 1.
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SAT estd em NP

Passo 4:
» Se os valores ndo casarem, o literal atual ndo é satisfeito;

» Se o simbolo que segue o literal ndo é B nem A, todo literal
nesta clausula foi examinado e falhou;

» Quando isso ocorre, a atribuicdo de valores verdade n3o
satisfaz a férmula e a entrada é rejeitada;

> Se V é encontrado, os cabecotes s3o reposicionados para
examinar o préximo literal (conforme passo 3)
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SAT estd em NP

» Se os valores casam, o literal e a cldusula atual s3o satisfeitas;

» O cabecote na fita 1 se move para a direita do préoximo A ou
B;

» Se um B é encontrado, a computagdo termina e a entrada é
aceita;

» Sendo, a préxima cldusula é processada (conforme passo 3);
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SAT estd em NP

» O passo 3 determina a taxa de crescimento do tamanho da
computacao;

» No pior caso, o casamento requer comparar a varidvel da fita
1 com cada uma das varidveis da fita 2 para descobrir o
casamento;

> Isso pode ser feito em tempo O(kn?), onde:

» n é o nimero de varidveis; e
» k é o niimero de literais da entrada.

Fim da prova
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SAT estd em N P-dificil

» Como provar que todo problema em NP pode ser reduzido
para SAT?

» Sequer sabemos quais sdo todos os problemas!!!

> E eles tém, inclusive, linguagens diferentes!
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SAT estd em N P-dificil

» A ideia é modelar a MT que resolve um problema em NP
como uma instancia SAT.

» Na verdade, um computador nada mais é do que um circuito
baseado em ldgica proposicional!

P> Basta mostrar que esta modelagem pode ser feita em tempo
polinomial.
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SAT estd em N P-dificil

» Seja M uma MT n3do deterministica cujas computacdes sdo
limitadas por um polindmio p.

» Assumimos que esta MT tem um tnico estado inicial e um
nico estado final.

> A transformacdo a seguir assume que todas as computacdes
com tamanho de entrada n contém p(n) configuragGes.
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SAT estd em N P-dificil

Assumimos:
> Q@ =1{q0,q1,---dm}
» ={B=ap,a1,...,3s,as41, 3t}
> ¥ ={asi1,3542,...,3t}
> F={qm}
» O B é o simbolo na fita com nimero zero
>

O estado de rejeicdo é gm_1
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SAT estd em N P-dificil

» Seja u € ¥* uma palavra de tamanho n.
» Definiremos uma férmula f(u) que codifica M com entrada u.
» O tamanho de f(u) depende de p(n).

> A modelagem é feita para que exista uma atribuicdo de
valores que satisfaz f(u) se, e somente se, u € L(M).
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SAT estd em N P-dificil

Sejam as seguintes classes de varidveis:

Variavel Interpretacdo

@ik 0<i<m M esta no estado g; no tempo k
0 <k < p(n)

Pj « 0<j<p(n) M estd escaneando a posi¢do i no tempo k
0 <k <p(n)

S rk 0<j<p(n) A posicio j contém o simbolo a, no tempo k
0<r<t
0 <k <p(n)

» Seja V o conjunto de varidveis como sendo a unido das trés
classes.
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SAT estd em N P-dificil

» Uma computacido de M define um assinalamento de verdade
em V

» Exemplo: Se a posicao 3 na fita inicialmente contém a;, entdo
S3,i0 e verdadeiro.

» Logo, S3 0 deve ser falso para todo j # i.

» Um assinalamento de verdade assim obtido especifica o
estado, a posicao do cabecote e os simbolos da fita em cada
tempo k.
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SAT estd em N P-dificil

» Problema: um assinalamento de verdade n3o corresponde
necessariamente a uma situacao valida.

» Exemplo: Se Pyg e P1o sdo verdadeiros, significa que a
maquina estd ao mesmo tempo em duas posicoes distintas no
tempo 0.
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SAT estd em N P-dificil

» Portanto, temos que impor restricGes na férmula para impedir
estas situagdes invalidas.

» Vamos especificar oito conjuntos de férmulas para capturar a
string u e as transi¢coes de M.
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SAT estd em N P-dificil

(1) Para cada tempo k, M estd em pelo menos um estado e M
estd em no maximo um estado

Clausulas Condicdes
Vito Qik 0< k< p(n)

“QikV-Qrk 0<i<i"<m
0 <k <p(n)

» Note que =Q; x V ~ Qi x é equivalente a Q; x — —Qp «
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SAT estd em N P-dificil

(2) Para cada tempo k, o cabegote estd em pelo menos uma
posicdo e também o cabecote estd no maximo em uma posicao.

Clausulas Condicoes
VA Pk 0 < k < p(n)

“PjkV =Py 0<j<j <p(n)
0 <k < p(n)
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SAT estd em N P-dificil

(3) Para cada tempo k e posi¢do j, a posigcdo j contém pelo menos
um simbolo e também no méaximo um simbolo.

Clausulas Condicdes
V=0 Si.r.k 0<j<p(n)
0 < k < p(n)

=SjrkV Sk 0<j < p(n)
0<r<r<t
0 < k <p(n)
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SAT estd em N P-dificil

» (1) assegura que a maquina estd em um dnico estado em cada
tempo;

» (1)-(3) define uma configuragdo de M para cada tempo entre
0 e p(n);

» (1)-(2) asseguram que a maquina estd lendo uma dnica
posicdo em um Unico estado em cada tempo;

» (3) assegura que a fita estd bem definida, isto é, a fita contém
exatamente um simbolo em cada posicdo que pode ser
referenciada na computacio.
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SAT estd em N P-dificil

(4) Condigdes iniciais para a entrada u = a,a, ... a,,. A
computacdo comeca lendo o branco mais a esquerda e a string u é
a entrada. Também representamos a posicdo no tempo 0, e o fato

de que o restante da fita é branco no tempo 0.

Clausulas  Condicoes
Qo,0

)

$0,0,0

S2,r2,0
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SAT estd em N P-dificil

(5) A condigdo de aceitagdo: o estado de parada é gp,.

Clausulas  Condigoes

Qum,p(n)

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



SAT estd em N P-dificil

» Uma computacdo ndo consiste de configuracdes nao
relacionadas.

» Cada configuracdo deve ser obtida a partir da aplicacdo de
uma transi¢ao.

> Assuma que M estd no estado g;, lendo a, na posi¢do j no
tempo k.

» As férmulas a seguir geram a configuracdo permitida no
tempo k + 1 baseada nas varidveis que definem a configuracdo
no tempo k.
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SAT estd em N P-dificil

(6) Consisténcia da fita. Simbolos que n3o estdo na posigdo do
cabecote permanecem inalterados.

Clausulas Condicdes
=SirkVPikVSirkt1 0<j<p(n)
0<r<t
0 <k < p(n)

» Esta cldusula n3do é satisfeita se uma mudanga ocorre na fita
em posicdo diferente daquela que estd sendo lida pelo
cabecote.

» Basta notar que a férmula é equivalente a

> =Pk = (Sjrk = Sjrk+1)
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SAT estd em N P-dificil

» Assuma que, para um dado tempo k, M estd em g; lendo a,
na posi¢ao j.
» Isto é modelado atribuindo-se 1 para Qj«, Pjx e Sj k-
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SAT estd em N P-dificil

> Ent3o:
(@) 7Qik VPV Sk V Qi ky1

(b) =Qik vV =Pjk V25 rkV Sy ki1

(€) ~QikV =Pk V =Sk V Pipn(d)k+1

» onde n(L) =—-1en(R)=1

» A conjungdo de (a)-(c) é satisfeita apenas se a configuragdo
em k + 1 for obtida a partir da configuracdo no tempo k por
uma aplicacdo da transicdo [q/, a,, d] € (qi, ar)

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



SAT estd em N P-dificil

» A representacdo clausal das transi¢coes é usada para construir
a férmula cuja satisfagdo garanta que as varidveis que definem
a configuracdo no tempo k + 1 sejam obtidas das varidveis
que definem a configuracdo no tempo k por uma aplicacdo de
uma transicdo de M.
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SAT estd em N P-dificil

» A menos dos estados g, € gm_1, as restricbes em M
asseguram que pelo menos uma transicdo é definida para cada
par de simbolo e estado.

» Construimos entdo uma FBF em FNC para cada tempo,
estado ndo terminal, posicdo do cabecote e simbolo da fita:

> (=Qi;V=Pik VS,V Qi k1) (novo estado) A

> (=QijV 2Pjk V 255rk V Piin(d) k1) (nova posicdo do
cabecote) A

» (=QijV =Pk V =SjrkVSjrk+1) (novo simbolo na posicdo
r).

» onde [q;, a,, d] € 6(qi, ar), menos se a posigdo for 0 e a
direcdo especificada for L.
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SAT estd em N P-dificil

Para evitar este caso, definimos uma transicao para um estado de
rejeicdo:
> (_‘Qi,kj vV _‘PO,k V _‘SO,r,k V mel,k+1) (entrou no estado de
rejeicdo) A
» (—=Qij vV —PokV S0,k V Poki1) (mesma posicdo do
cabegote) A
» (=Qij vV PoxV SorkV Sorkt1) (mesmo simbolo na
posicdo r).

Isso para todas as transicdes [g;/, a,/, L] € d(q;, ar).
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SAT estd em N P-dificil

» Como M é n3o deterministica, podem existir algumas
transicGes que podem ser aplicadas para uma configuragao.

» Qualquer uma destas transicbes é permitida na computac3o.
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SAT estd em N P-dificil

» Seja trans(i,j, r, k) a disjuncdo da FNC das férmulas que
representam as transi¢Ges alternativas para uma configuragdo
de M que esta

» no tempo k

» no estado g;

» com cabecote na posi¢do j
» lendo o simbolo r.

> A férmula acima é satisfeita apenas se os valores das varidveis
que codificam a configuracdo no tempo k + 1 representam um
sucessor legitimo das varidveis que codificam a configuragdo
no tempo k.
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SAT estd em N P-dificil

(7) Geragdo das configuragdes sucessoras.

Clausulas
trans(i,j, r, k)
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SAT estd em N P-dificil

> Falta apenas especificar as férmulas que representam as
transicoes quando M estd em g, € gm_1.

» Que sdo os estados de aceitacdo e rejeicdo de M.
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SAT estd em N P-dificil

(8) Parada da computacg3o.

Clausulas Interpretacao

“QikV Pk V=S kV Qikt1  mesmo estado

—QikV Pk V=5 ,kV Piry1  mesma posicao do cabegote
“QikV Pk VS5 rkVSirk+1 mesmo simbolo na posicdo r

» Estas cldusulas sdo construidas para todos os j, r, k, nas faixas
apropriadas, € i = gm_1, Gm-
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SAT estd em N P-dificil

>

Seja f'(u) a conjungdo das férmulas construidas nos passos de
(1) a (8).

Quando f’(u) é satisfeita por uma atribui¢do de valores para
V, as varidveis definem a configuracdo da computacao de M
que aceita u.

As clusulas (4) especificam que a configuragdo no tempo 0 é
o estado inicial da computacdo de M com entrada wv.

Cada configuracdo subsequente é obtida a partir do seu
sucessor pelo resultado da aplicacdo de uma transicao.
u é aceito por M pois a condigdo (5) indica que a
configuracao final contém gq,,.
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SAT estd em N P-dificil

P As Unicas férmulas que n3o estdo em FNC s3o as
trans(i,j,r, k).
» Mas sabemos que elas podem ser transformadas para FNC.

> Sé resta mostrar que tudo isso pode ser feito em tempo
polinomial.
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SAT estd em N P-dificil

» A transformacdo de u para f(u) consiste da construgcdo das
cldusulas e a conversdo de trans para FNC.
» O numero de cldusulas é uma funcio de:

» O ndmero de estados m e o nimero de simbolos t na fita;
» O tamanho n da entrada u;
» O limite p(n) no tamanho da computacdo de M.
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SAT estd em N P-dificil

» Os valores m e t obtidos de M s3o independentes da entrada;

» Para a faixa de subescritos, vemos que o nimero de cldusulas
é polinomial em p(n);

» A obtengdo de f(u) é completada com a convers3o de trans
em FNC.

> Mas isso é garantido por resultados da Iégica proposicional.
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SAT estd em N P-dificil

» Basta representar uma férmula que serve como entrada para
M resolver SAT;

» Por exemplo, a técnica usada para mostrar que SAT estd em
NP serve.

» Converter a representacdo em alto nivel para a representacdo
da mdquina pode ser feito em tempo polinomial.
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Licenca

» Slides feitos em IATEX usando beamer e tikz, editados com
vim.

> Licenca
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