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Minimizacdo de AFD’s

Defini¢do:
Seja M = (Q,X,9,qo, F) um AFD. Os estados g; e gj sdo
equivalentes se:

S(q,-, u) € F <~ S(qj, u) € F,.Yuex”

Dois estados equivalentes sdo indistinguiveis.
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Equivaléncia de estados

A relac3o definida é uma relacdo de equivaléncia, isto é, a relacdo
tem as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.
Dois estados equivalentes sdo indistinguiveis.
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Visualizac3o da propriedade
a, b

a,b
b
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Algoritmo: encontra estados equivalentes, parte 1

Entrada: AFD M = (Q, X, 4, qo, F).

FOR todo par g; e gj, i <j DO
D[i,j]:=0
S[i,j] :==A{} (conj. vazio)
END

FOR todo par i e j, i <j DO
IF gi € Feqj&F, ou vice-e-versa THEN
Dli,j] =1

END
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FOR todo par i e j, i < j, com D[i,j] =0 DO
IF3a€ X |(5(qi,a) = gm E 0(g;,2) = qn) E
(D[m,n] =1 OU D[n, m] = 1) THEN DIST(i, )
ELSE FOR cada a € X DO
Sejam 0(qi, a) = gm € 6(qj,a) = qn
IF m<nelij] #[m,n THEN
Adiciona [i,j] em S[m, n]
ELSE IF m > n e [i,j] # [n, m] THEN
Adiciona [/, ] em S[n, m].
END

DIST (i, j)
BEGIN

Dli,j] =1

FOR todo [m, n] € S[i,j], DIST (m, n)
END
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Teorema

Os estados g; e gj sdo distinguiveis se, e somente se, D[i,j] =1 ao
fim do algoritmo.
Prova: pag. 185 Sudkamp.
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Construcao do AFD minimo

Dado o AFD M = (Q, X, 4, qo, F). Os estados de M’ s3o as classes
de equivaléncia que s3o constituidas pelos estados indistinguiveis
de M.

» O estado inicial € [qgo]
» Os estados finais sdo todos os [g;] para todo g; € F
» A func3o de transicdo ¢’ de M’ é definida por
&'([qi], a) = [6(qi, a)]
» L(M') s3o as palavras cujas computacdes tem a forma
3([qo], u) = [6(qi, )], com g; € F.
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Exemplo

Seja o AFD abaixo, que reconhece a linguagem (a + b)(a + b*):
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a b
a,b
b
a a
start H

.
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Exemplo

No passo 1:
D 0 1 2 3 4 5 6 7 S 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1
2 0 0 0 0 0 2
3 0 0 0 0 3
4 0 0 0 4
5 0 0 5
6 0 6
7 7
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Passo 2, D[i,j] = 1 quando um é estado final e o outro ndo
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~NooprwWNROD
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Passo 3, verifica par [0, 7] com simbolo a

a,b

5(qo,3) =q1 € Fed(qr,a)=aq7 € F
Como D[1, 7] = 1 entdo s3o qq e g7 sdo distinguiveis

Ent3o faz D[0, 7] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[0, 7] = {} entdo ndo faz mais
nada

v

Para este par ndo precisa testar com b, pois ja
encontrou a
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [1,2] com simbolo a

a,b

3(q,3) =q2 € Fed(q,a)=q7 € F
Como D[2,7] = 1 entdo s3o q; e gy sdo distinguiveis

Ent3o faz D[1, 2] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[1, 2] = {} entdo n3o faz mais
nada

v

Para este par ndo precisa testar com b, pois ja
encontrou a
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [1, 3] com simbolo a

a,b

5(q,3) =q2 € Fed(qs,a) =aq7 € F
Como D[2,7] = 1 entdo s3o q; e g3 sdo distinguiveis

Ent3o faz D[1, 3] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[1, 3] = {} entdo ndo faz mais
nada

v

Para este par ndo precisa testar com b, pois ja
encontrou a

Marcos Castilho

Introdugdo a Teoria da Computagio



Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [1,4]

a,b

> 5(q1,2) =q2 € Fed(qs,a) =q5 € F
5(q1,b) =q3 € Fed(qa,b) =qs € F

P Logo, estes estados s3o indistinguiveis, cai no else do
algoritmo

v

»  Deve-se adicionar [1, 4] em S[2, 5], por causa de a
»  Deve-se adicionar [1, 4] em S[3, 6], por causa de b
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [1,5] com simbolo a

a,b

5(q1,3) = q2 € Fed(gs,a) =aq7 € F
Como D[2,7] = 1 entdo s3o q; e g5 sdo distinguiveis

Ent3o faz D[1, 5] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[1, 5] = {} entdo ndo faz mais
nada

v

Para este par ndo precisa testar com b, pois ja
encontrou a
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [1,6] com simbolo a

a,b

5(q1,3) = q2 € Fed(ge,a) =aq7 € F
Como D[2,7] = 1 ento s3o q; e gg sdo distinguiveis

Ent3o faz D[1, 6] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[1, 6] = {} entdo n3o faz mais
nada

v

Para este par ndo precisa testar com b, pois ja
encontrou a
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [2, 3] com simbolo b

a,b

5(q2,b) =q7 ¢ Fed(qs, b) =q3 € F
Como D[3,7] = 1 entdo s3o g e g3 sdo distinguiveis

Ent3o faz D[2, 3] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[2, 3] = {} entdo n3o faz mais
nada

v

Para este par n3o precisa testar com a, pois ja
encontrou b
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [2,4] com simbolo a

a,b

3(q2,a) =q7 € Fed(qs,a) =q5 € F
Como D[5, 7] = 1 entdo s3o g e g4 sdo distinguiveis

Ent3o faz D[2, 4] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[2, 4] = {} entdo ndo faz mais
nada

v

Para este par ndo precisa testar com b, pois ja
encontrou a
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [2, 5]

a,b

> 5(q2,2) =q7 € Fed(gs,a) =qr € F
> (g2, b)=q7 ¢ Fed(gs,b) =qr € F

»  Como D[7, 7] n3o esta definido, ndo faz nada aqui

Marcos Castilho

Introdugdo a Teoria da Computagio



Passo 3, verifica par [2,6] com simbolo b

a,b

5(q2,b) = q7 € Fed(qge, b) = g6 € F
Como D[6, 7] = 1 entdo s3o g e gg sdo distinguiveis

Ent3o faz D[2, 6] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[2, 6] = {} entdo n3o faz mais
nada

v

Para este par n3o precisa testar com a, pois ja
encontrou b
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [3,4] com simbolo a

a,b

5(q3,a) =q7 € Fed(qs,a) =q5 € F
Como D[5, 7] = 1 entdo s3o g3 e g4 sdo distinguiveis

Ent3o faz D[3, 4] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[3, 4] = {} entdo n3o faz mais
nada

v

Para este par ndo precisa testar com b, pois ja
encontrou a
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [3,5] com simbolo b

a,b

5(q3,b) =q3 € Fed(gs,b) =q7 € F
Como D[3, 7] = 1 entdo sdo g3 e g5 sdo distinguiveis

Ent3o faz D[3, 5] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[3, 5] = {} entdo ndo faz mais
nada

v

Para este par n3o precisa testar com a, pois ja
encontrou b
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [3, 6]

a,b

> 5(q3,2) =q7 € Fed(gs,a) =qr € F
> 5(q3,b) =q3 € Fed(gs, b) = g6 € F

»  Como D[7, 7] n3o esta definido, ndo faz nada aqui
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Passo 3, verifica par [4,5] com simbolo a

a,b

5(qs,a) = g5 € Fed(gs,a) =q7 € F
Como D[5, 7] = 1 entdo s3o q4 e gs sdo distinguiveis

Ent3o faz D[4, 5] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[4, 5] = {} entdo ndo faz mais
nada

v

Para este par ndo precisa testar com b, pois ja
encontrou a
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Atualizando as tabelas
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Passo 3, verifica par [4,6] com simbolo a

a,b

5(qs,a) = g5 € Fed(ge,a) =qr € F
Como D[5, 7] = 1 ento s3o q4 e gg sdo distinguiveis

Ent3o faz D[4, 6] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[4, 6] = {} entdo ndo faz mais
nada

v

Para este par ndo precisa testar com b, pois ja
encontrou a
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Atualizando as tabelas

NOoO—NMS L ON

Qo-aNmMms1vOon~

o
o
w
2
e
ic
o

Marcos Castilho

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo



Passo 3, verifica par [5,6] com simbolo b

a,b

5(qs, b) = q7 & Fed(qge, b) = g6 € F
Como D[6, 7] = 1 entdo sdo g5 e g sio distinguiveis

Ent3o faz D[5, 6] = 1 e propaga para o conjunto S

vyVvyy

Mas neste momento S[5, 6] = {} entdo ndo faz mais
nada

v

Para este par n3o precisa testar com a, pois ja
encontrou b
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Atualizando as tabelas
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AFD resultante

a

a,b
. a,b
start — a,b
b a
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Exemplo 2

Seja o AFD abaixo, que reconhece a linguagem
a(a+ b)* + ba(a+ b)* + bba(a+ b)*:

b b b
start —( 9o a1 qz e

Marcos Castilho DInf/UFPR

ITC: Introdugdo a Teoria da Computagdo




Exemplo 2, continuacao

No passo 2:
» D[0,4] = D[0,5] = D[0,6] =1
» D[1,4] = D[1,5] = D[1,6] =1
> D[2,4] = D[2,5] = D[2,6] =1
» D[3,4] = D[3,5] = D[3,6] =1
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Exemplo 2, continuacao

No passo 3:

indices Agdo Motivo
(0,1 S[4,5] = {[0,1]}

S[1,2] = {[o0, 1]}
[0,2] 5[4, 6] ={[0,2]}

S[1, 3] = {[0, 2]}

[0,3] D[0,3] =1 simbolo a
(1.2l S[5,6] = {[1.2]}
si2,3] = {[1. 2]}
[1,3] D[1,3] =1 simbolo a
D[0,2] =1 DIST(1, 3)
[2,3] D[2,3] =1 simbolo a
D[1,2] =1 DIST(1,2)
D[0,1] =1 DIST(0,1)
[4,5]
[4,6]
[5,6]

Pois em todos os casos q; € F e q; € F ou ao contrério.
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Exemplo 2, continuacao
O AFD resultante é:

@,
b b
o0
a
a

4445096

a, b
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Licenca

» Slides feitos em IATEX usando beamer e tikz, editados com
vim.

> Licenca
Creative Commons Atribuicdo-Uso N3o-Comercial-Vedada
a Criagdo de Obras Derivadas 2.5 Brasil License.http://
creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/br/

Creative Commons Atribuicdo-Uso Nao-Comercial-Vedada
a Criagdo de Obras Derivadas 2.5 Brasil License.http://
creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/br/
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