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Introducao

Considere por exemplo, um problema de classificacao
binario com 99 exemplos na classe positiva e 1
exemplo na classe negativa.

Considere que o classificador classificou corretamente
todos os exemplos da classe positiva e errou somente o
exemplo da classe negativa.

Nesse caso temos uma acuracia de 99%.

Atencao: Acuracia de um classificador nem sempre € a
melhor medida para se avaliar um classificador,
principalmente em problemas desbalanceados.



Avaliacao

 Dado um classificador binario, as saidas possiveis sao

as seguintes:
True class

P n
Y True False
Positives Positives
Hypothesized
class
N False True
Negatives Negatives

Column totals: P N



Avaliacao

True

True Positive

Negative il FPF

(R FiH 0.088

A0 TNF
0.079 R K18

/f
False False
Negative Positive

TP — Classe é A e classificamos como A
TN — Classe é B e classificamos como B
FP — Classe é B e classificamos como A
FN — Classe é A e classificamos como B




Tipos de Erro

 Erro Tipo | (a-erro, falso positivo):

— Aceita-se como genuino algo que ¢e falso - FP
« Erro Tipo Il (B-erro, falso negativo):

— Rejeita-se algo que deveria ter sido aceito -

True

True Positive
Negative Ll FPF
0.920 KT

A0 TNF
LRIFe) 0.911

False False
Negative Positive

TP — Classe é A e classificamos como A
TN — Classe é B e classificamos como B
FP — Classe é B e classificamos como A
FN — Classe é A e classificamos como B




Métricas

FP Rate
— FP/N

TP Rate ou hit rate
- TP/P

Accuracy
— (TP+TN)/ (P + N)

P=TP +FN
N=TN+FP

* Precision (Pr)
— TP/ (TP +FP)

Tende a 1se FPtende a0

 Recall (R) (revogacao)
— TPR =TP /(TP +FN)

Tende a1se FNtendeaO

 F-Measure
— 2/(1/Pr+1/R)
- 2Pr.R/(Pr+R)

Méedia harménica de Pr e R, tendo em
vista que sao grandezas
Inversamente proporcionais



Métricas

No scikit-learn, essas métricas estao implementadas no método

classification report (classe metrics)

>>> from sklearn.metrics import classification_report

>>> y_true = [0, 1, 2, 2, @]

>>> y_pred = [0, 0, 2, 2, @]

>>> target_names = ['class @', 'class 1', 'class 2']

>>> print(classification_report(y_true, y_pred, target_names=target_names))
precision recall fl-score support

class @ 0.67 1.00 0.80 2
class 1 .00 0.00 0.00 1
class 2 1.00 1.00 1.00 2

avg / total 0.67 0.80 0.72 5



Métricas

relevant elements
I 1

ESpeﬁCidade / SpeC[f[CIty false negatives true negatives
— TN/N

Sensitividade / Sensitivity
- TP/P

* Recall

2 v E o
identified as no

P=TP+FN
N=TN +FP

Sensitivity= Specificity =

==

having the condition.
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Métricas

relevant elements
I 1

ESpeﬁCidade / SpeC[f[CIty false negatives true negatives
— TN/N

Sensibilidade / Sensibility
- TP/P

* Recall

2 v E o
identified as no

P=TP+FN
N=TN +FP

Sensitivity= Specificity =

having the condition.
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Tecnicas de Validacao

Resubstitution
Hold-out

K-fold cross-validation
LOOCV

Random subsampling
Bootstrapping

12



Resubstitution

» Se todos os dados forem usados para treinar o modelo
e a taxa de erro for avaliada com base no resultado
versus valor real do mesmo conjunto de dados de
treinamento, esse erro sera chamado de erro de
resubstituicao (resubstitution error validation).

* Por exemplo:

— Analise de Malware

— Aplicagdes onde necessitam de:
» Black list
« White list

13



Hold-out

Para evitar o erro de resubstituicao, os dados sao divididos em
dois conjuntos de dados diferentes rotulados como um conjunto de
treinamento e de teste.
A divisao pode ser: 60% / 40% ou 70% / 30% ou 80% / 20%, etc.
— Avaliar classificador em diferentes cenarios:
* 5% de train? ou 90% de train?
Muito provavelmente havera distribuicao desigual das classes
(alvos/metas) nos conjunto de dados de treinamento e teste.
— 0s conjuntos de dados de treinamento e teste sao criados com
distribuicao igual de diferentes classes de dados.
» Esse processo € chamado de estratificacao.
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K-fold cross-validation

(1 fold) é usado para teste.

Total number of examples

A

Nesta técnica, k-1 folds sao usadas para treinamento e o restante

A4

Experiment 1

Experiment 2

Experiment 3

Experiment 4

/ Test examples

« Ataxa de erro do modelo é a média

A vantagem é que todos os dados sao usados para treinamento.
Cada amostra é usada apenas uma vez para teste.

Pode-se ver esta técnica como um hold-out repetido
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[ eave-One-Out
Cross-Validation (LOOCV)

« Todos os dados, exceto um registro, sao usados para treinamento
— Um registro € usado para teste.

* Processo é repetido por N vezes se houver registros N.

— Avantagem é que (N-1)/ sao usados para treinamento
« Desvantagem: custo computacional: N rodadas

Total number of examples

Experiment 1

Experiment 2

Experiment 3

Single test example

Experiment N
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Random subsampling

« Amostras sao escolhidos aleatoriamente para formar o test set.

(s dados restantes formam o train set

« Bem utilizada na pratica: pelo menos 30 execugdes/rodadas

Total number of examples

A

A4

Test example
/ p

Experiment 1

Experiment 2

Experiment 3
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Bootstrapping

Train set é selecionado aleatoriamente com substituicao / repeticao.
Os exemplos restantes que nao foram selecionados para treinamento sao usados
para teste.
Diferente da validagao cruzada de K-fold,
— é provavel que o valor mude de fold para fold.

Complete dataset @ @ @ @

Experiment 1 @ @ @ @ @ @
Experiment 2 @ @ @ @ @
Experiment 3 @ @ @ @ @ . @

Experiment K @ @ @ @

Training sets Test sets




Avaliacao de Classificadores
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Exemplos de Classificadores

A
TP=63 FN=37 |100
FP=28 TN=72 (100
91 109 200
TPR=0.63
FPR=0.28
F1=0.66
ACC =0.68

B
TP=77 FN=23 |100
FP=77 TN=23 (100
154 46 200
TPR=0.77
FPR=0.77
F1=0.61
ACC =0.50

Cc
TP=24 FN=76 |100
FP=88 TN=12 (100
112 88 200
TPR=0.24
FPR =0.88
F1=0.22
ACC =0.18

CI
TP=76 FN=24 |100
FP=12 TN=88 (100
88 12 200
TPR =0.76
FPR=0.12
F1=0.81
ACC =0.82
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Espaco ROC

ROC (Receiver Operating Characteristic) € uma representacao grafica
que ilustra o desempenho de um classificador binario em um
determinado ponto de operacao.

» Classificadores do exemplo anterior no espaco ROC.
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Curva ROC

A curva ROC mostra todos os pontos de operacao do classificador
(relacao entre TP e FP)

Para cada ponto, existe um limiar associado.
EER (Equal Error Rate).

— Ponto no grafico no qual FPR é igual a 1-TPR
Quando nio existe um ponto operacional especifico, usamos EER.

N

1

TPF

0 FPF 1



Considere 20 amostras, 10 classificadas corretamente (+) e 10
classificadas incorretamente (-) com suas respectivas probabilidades.

Curva ROC

= Classe Score = Classe Score
1 + 0.90 1 . 0.70
2 + 0.80 12 - 0.53
3 + 0.60 13 - 0.52
4 + 0.55 14 - 0.505
5 + 0.54 15 - 0.39
6 + 0.51 16 - 0.37
7 + 0.40 17 - 0.36
8 + 0.38 18 - 0.35
9 + 0.34 19 - 0.33
10 + 0.30 20 - 0.10
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Curva ROC

Exemplo

« Considere 20 amostras, 10 classificadas corretamente (+) e 10
classificadas incorretamente (-) com suas respectivas probabilidades.

= Classe Score = Classe Score
1 + 0.90 1 . 0.70
2 + 0.80 12 - 0.53
3 + 0.60 13 - 0.52
4 + 0.55 14 - 0.505
5 + 0.54 15 - 0.39
6 + 0.51 16 - 0.37
7 + 0.40 17 - 0.36
8 + 0.38 18 - 0.35
9 + 0.34 19 - 0.33
10 + 0.30 20 - 0.10




Curva ROC

Exemplo
« ApOs ordenar os dados usando as probabilidades, temos a
seguinte curva ROC

230 A
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Curva ROC

Exemplo
« Suponha que a especificacdo do seu
sistema diga que o maximo FPR o 30 4
permitido € de 10% ol P S ;35__1;:(
* Qual seria o ponto de operagao do sl | 38 *91_*36__,:&35 |
sistema (limiar) ? [0,7 ; 0,54] ol )r.a.__iss |
618N 1505

0.6 — T’--
i \éu 53 152
5 W = e = = X -

« Para esse limiar, qual seria a taxa de

True positive rate
o

acerto do sistema? sl 458 ]
I
0.3 :';‘6 —
(Pos x TPR) + (Neg - (FPR x Neg) SERNE |

N 01’;9 il
i S N TR R NN NN N B

0 0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

« 70% para um limiar de 0,54 False positive rate
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Curva ROC

Classes desbalanceadas

Curvas ROC tém uma propriedade interessante:
— nao sao sensiveis a mudancas de distribuicao das classes

Se a proporcao de instancias negativas e positivas na base de
teste muda, a curva continua a mesma.

— Acurva é baseadaem TP e FP.

Isso permite uma facil visualizacao do desempenho dos
classificadores independentemente da distribuicido das classes.
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Comparando Classificadores

Qual seria o melhor classificador?

True positive rate

1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8
False positive rate
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Area Under the Curve

0

1
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Comparando Classificadores
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Comparando Classificadores

Suponha que vocé tenha dois classificadores que produziram as
seguintes taxas de erro nos 10 folds de validacdo da sua base de
dados.

C,=110,15,7,6,13,11,12,9,17,14]
C,=1[17,14,12,16,23,18,10,8,19,22]

O erro médio de C, = 11,4% enquanto o erro medio de C, = 15,9%

Podemos afirmar que C, € melhor do que o C,7?

A média € bastante sensivel a outliers.

— O desempenho muito bom em um fold pode compensar o
desempenho ruim em outro.
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Comparando Classificadores

Uma ferramenta bastante util nesses casos € o teste de hipoteses.

— t-Teste
* Requer que as diferencas entre as duas variaveis
comparadas sejam distribuidas normalmente.
« Tamanho das amostras seja grande o suficiente (~30).

A natureza do nosso problema nao atende nenhum dos critério
acima.

Alternativa € o Wilcoxon signed-rank test
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Wilcoxon Signed-Rank test

Teste nao paramétrico que ordena as diferencas de desempenho
de dois classificadores, ignorando os sinais, € compara a posicao
das diferencas (positivas e negativa).
O teste consiste em:
— Definir as hipoteses
(H, - Nao existe diferenga e H, - Existe diferenca)

— Calcular as estatisticas do teste
— Definir o nivel de significancia do teste ( a )
— Rejeitar ou aceitar H;, comparando o valor da estatistica

calculada com o valor critico tabelado.
Nivel de significancia: Em aprendizagem de maquina, a = 0,05 é
um valor bastante utilizado. Isso quer dizer que existe 5 chances
em 100 da hipotese ser rejeitada quando deveria ter sido aceita, ou
seja, uma probabilidade de erro de 0,05 = 5%.

33



Wilcoxon Signed-Rank test

« Considere o exemplo anterior dos classificadores C. e C,

c.1 G2 | DI

10 17 7

15 14 1

7 12 5

6 16 | 10 Differencas 1 1 2 2 5 7 7 8 10 10
13 23 10 il 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 18 7 Posicao 1.5 15 | 38 |35 5 6.5 | 6.5 8 95 | 95
12 | 10 2 Sinal + + + - < - ¥ » Z -
9 8 1

17 19 2

14 22 8

« Estatisticas: N =10,

« W*'=6,5(Soma das posicdes com sinal +)

« W' =48,5 (Soma das posicdes com sinal -)

« Comparar os valores das estatisticas calculadas com os valores
tabelados.



Wilcoxon Signed-Rank test

Valores criticos bi-caudais para o teste de Wilcoxon
« Comparar os valores das

Rejeicao de H,, para ZR- ou ZR+ fora do intervalo

dado pelos valores delimitados entre Inferior e Superior eStatl’StI Ccas ca | CuU |ad as
a (W"=6,5e W =48,5)
i i o . . com os valores tabelados.
nimero
de pares
com Inferior Superior Inferior Superior Inferior Superior Inferior Superior .
diferencas ’ ’ ’ ; * Os valores criticos de W para
nao-nulias
: N=10e a=0,05s308 e 47.
3
4
2 g ;g . e « Como os valores calculados estao
7 3 25 2 26 0 28 fora do intervalo critico, rejeita-se a
8 5 31 3 33 1 35 0 36
9 8 37 5 40 3 42 1 44 1 A A - 1
2o . & i & hipotese que nao ha diferenca (HO),
11 13 53 10 56 7 59 5 61 . . .
S ey UE T B w By ou seja, aceita-se H, (existe
= 2 o2 o2 2 o diferenca estatistica entre os dois
15 30 90 _ 25 95 19 101 15 105 CIaSS|f|Cad0reS)
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Wilcoxon Signed-Rank test

O teste de Wilcoxon pode ser encontrado em diversas ferramentas

 Matlab (signedrank)
« Python Scipy (from scipy import stats)

Python
>>> ¢l =[(10, 15, 7, 6, 13, 11, 12, 9, 17, 14]
>>> ¢c2 =(17, 14, 12, 16, 23, 18, 10, 8, 19, 22]

(6.5, 0.031865021445197136)

MATLAB

>> [p,h,stats] = signrank(cl,c2)
p = 0.0332

h=1

stats = signedrank: 6.5000
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Wilcoxon Signed-Rank test

Um teste nao parameétrico utilizado para comparar diversos
classificadores é o teste de Friedman
— Semelhante ao ANOVA

37



Aprendizado
Nao Supervisionado



Agenda

* Aprendizado nao supervisionado

— Clustering

* Particionamento: k-Means
* Densidade: DBScan

39



Aprendizagem Nao Supervisionada

 Em problemas de aprendizagem supervisionada, contamos como a
tupla [X,y], em que o objetivo € classificar y usando o vetor de
caracteristicas X.

* Na aprendizagem nao supervisionada, temos somente o vetor X.

* Nesse caso, 0 objetivo € descobrir alguma coisa a respeito dos
dados

— Por exemplo, como eles estao agrupados.

* Mais subjetiva que a aprendizagem supervisionada uma vez que

nao existe um objetivo simples como a classificacao.

 Dados nao rotulados:
— Obtencao de dados nao rotulados nao é custosal

40



Nocao de Grupos pode ser Ambigua

Dois Clusters

+ + ®
+ 4+ OO ** 0
(@) -
vV oo O
v e
Seis Clusters
+ + *
+ 4+ 4 **
+ 0
7 + Qo
v o9 ©
v o

Quatro Clusters
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Clustering

« Refere-se a um conjunto de técnicas utilizada para
encontrar grupos (ou clusters) em um conjunto de
dados.

* Cluster: Uma colecao de objetos similares entre si e

diferentes dos objetos pertencentes a outros clusters.

« Méetodos de clustering podem ser divididos em:
— Particionamento
— Hierarquico
— Densidade

42



Particionamento

k-Means

« Separar os dados em um numero pré-determinado de clusters
* k-Means Clustering

Algoritmo
Entrada: k, dados (X)

Saida: dados agrupados em k grupos

1. Determinar os k centroides

2. Atribuir a cada objeto do grupo o centréide mais proximo.

3. Apos atribuir um centroide a cada objeto, recalcular os centroides

4. Repetir os passos 2 e 3 até que os centroides “nao sejam”
modificados

43



k-Means

A

Dados em duas dimensoes
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Passo 1: Centrdoides definidos aleatoriamente

v
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k-Means

Passo 2: Atribuir a cada objeto o centroide mais proximo

\ 4
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k-Means

Passo 3: Recalcular os centroides

\ 4
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k-Means

Obsevacoes
« Relativamente eficiente (escalavel)

* Necessidade de definir o numero de clusters a priori.
 Ineficiente para lidar com ruidos e/ou ouftliers.
— Todo ponto sera atribuido a um cluster mesmo que
ele nao pertenca a nenhum.
— Em alguns dominios de aplicacao (deteccao de
anomalias) isso causa problemas.
« Inadequado para descobrir clusters com formato nao
convexo.
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Métodos baseados em Densidade

Diferentemente do k-Means, os metodos baseados em
densidade identificam regides densas, permitindo a
formacao de clusters com diferentes formatos.
Resistentes a presenca de ruidos.

Baseado no conceito de ¢-vizinhanca.

Em um espaco bi-dimensional, a €-vizinhanca de um
ponto p is 0 conjunto de pontos contido num circulo de
raio €, centrado em p.
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€-vizinhanca

Exemplo
30
® Pointp
Data
25
+
20 —— o
%
1)
1.5
1.0
20 25 30 35 40

100 pontos no intervalo [1,3] x [2,4] e p = (3,2)
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€-vizinhanca

30

® Pointp Number of points in Neighborhood: 31

» Data
25

. e ® e
20 - - . a
%
L
1.5
10
20 25 30 35 40

Vizinha de p com raio 0,5 (¢ = 0,5) e 31 pontos de 100
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€-vizinhanca

p 30 INTIYNUUINIIUUU Ul (J,&8) Wikl 1auius v. 1o

® Fointp Number of points in Neighborhood: 3

 Data
25

*
20 FLLLW 2 @
& " .
.
..q.
1.5
10
20 25 30 35 40

Vizinha de p com raio 0,15 (¢ = 0,15) e apenas 3 vizinhos. -



Densidade

Densidade = Massa / Volume

30
® Pointp Number of points in Neighborhood: 31
» Data
L J . . > =
F ... . * . § : = .o
25 e —— ud - .
> - - 5 S
- . >
e L
B = - L -~ -
L
. .® . 12 o
20 b - “ " s
. s . L . - >
e oo * e -
L] -
° “ = - o
® -
“ . L]
L J
1.5 . . s 5 .
L J ° s .. .. L °
L J
L J
10
20 25 30 35 40

Para o caso de £ = 0,15, temos o volume como a area do circulo, logo 1(0,5)? = /4.

Desta forma, massa/volume = 31 pontos / (11/4) = 39,5
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Densidade

« Aideia € usar o valor de densidade para agrupar
aqueles pontos que possuem valores similares

 |dentificar vizinhancgas densas nas quais a maioria dos
pontos esta contida.

» Essa ¢ aideia do algoritmo DBSCAN
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DBSCAN .

» Possui dois parametros:

€. Raio da vizinhanca
MinPts: Numero minimo de pontos na vizinhanca para definir
um cluster.

« Com bases nesses dois parametros,
DBSCAN classifica os pontos em trés categorias:

core point. Se a vizinhanca de p com raio € contém pelo
menos MinPts.
border point. Se a vizinhanga de g com raio € contém menos

de MinPts, mas pode ser alcancado por um core point p.
outlier. Nenhum dos casos acima.
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1.

DBSCAN

Selecione um ponto aleatoriamente que nao tenha sido
atribuido a nenhum cluster e que nao seja um outlier.
Calcule sua ¢-vizinhanca e determine se ele € um core
point.

— Se sim, comece um cluster ao redor desse ponto.

— Senao, rotule como outlier.

Depois de ter encontrado core point, expanda-o
adicionando todos os pontos alcancaveis.

Repita os dois passos acima até que todos os pontos
sejam atribuidos a um cluster ou sejam rotulados como
outliers.
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Exemplo

DBSCAN

o0
P
&
Oy ey i) ‘.
< °
i) 1)
[:] L)
'.. o2
1‘ &
8
..

Outliers marcados em vermelho
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Avaliacao em
Aprendizagem Nao Supervisionada

« Diferentemente da aprendizagem supervisionada, na
qual podemos utilizar diferentes métricas de avaliacao
objetivas, a avaliacao em aprendizagem nao
supervisionada € mais subjetiva.

* Porque € importante avaliar clusters?
— Comparar algoritmos de clustering.
— Comparar clusters gerados por mais de um
algoritmo.
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Avaliacao em
Aprendizagem Nao Supervisionada

O que € um bom cluster ? x Coesao e separacao.
A media (centroide) de cada cluster D,

- — 1
- n; LEEDi z

Je = 01 ZweDi (z —m;)?

| /Je = grande

°
m
—_
—_
o
N

Je = pequeno

/_~e= pequeno

v

»
L

* Outliers podem afetar bastante os vetores médios.
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Avaliacao em

Aprendizagem Nao Supervisionada

« A coesao (within-cluster) pode ser medida pela soma dos erros
quadrados dentro de cada cluster
— Sy = ZweDi (z —my)?

» A separacao (between-cluster) € medida pela soma dos quadrados
entre clusters

Sp = 22:1 n; (m;

Emquemeo
vetor médio total
(centroide geral)

_ m)2

Alto between (S,)
Clusters distantes ™

um do outro.

Baixo within (S,)

(boa compactagao) 60



Avaliacao em
Aprendizagem Nao Supervisionada

Coeficiente Silhouete
» O coeficiente Silhouette combina coesao e separacao e pode ser

calculado seguindo quatro passos:

a. Para um dado objeto do cluster i, calcule a distancia media (a))
para todos os outros objetos de i.

b. Seja b, a menor distancia media de i para todos os outros
clusters, dos quais i nao seja membro.

c. s;=(b; —a;)/ max(a;,b;)

d. O coeficiente s, para todos os objetos | numa particao de k
clusters & dados por s, = 3 37 s;
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Avaliacao em
Aprendizagem Nao Supervisionada

Coeficiente Silhouete
» Coesio e separacao

S, = %Zle S; s;i = (b; — a;)/ max(a;, b;)

» O valor do coeficiente pode variar entre -1 e 1.

« Um valor negativo nao € desejavel pois nesse caso o valor de a
seria maior do que b,

 E desejavel que o coeficiente seja positivo ( a, < b. ) o que indica
clusters compactos (a. proximo de zero).
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Avaliacao em
Aprendizagem Nao Supervisionada

Coeficiente Silhouete

B I o
g «F Sk =0.97 Sk=0.45




Avaliacao em
Aprendizagem Nao Supervisionada

Coeficiente Silhouete
« Pratica comum: Utilize mais de um indice de clustering

« Voto entre os indices pode ser um bom indicativo de qual numero
de clusters vocé deve escolher.

o o ok o o o o ok o ook ok ok ok ok o o ok o ok ok o ok ok o o o o ok ok o ok ok ok o ok ok o o o s ok ok ok ok ok o ok ok o ok o o ok ok ok ok ok ok ok ok o o ok ok
* Among all indices:

3 proposed 2 as the best number of clusters

4 proposed 3 as the best number of clusters

19 proposed 4 as the best number of clusters

1 proposed 5 as the best number of clusters

xkx%x%% Conclusion **k*x*x

* According to the majority rule, the best number of clusters is 4

64



Regressao



Agenda

* Regressao
— Correlacao

— Analise de Regressao
 Linear
* Nao-linear
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Correlacao

Indica a forca e a direcao do relacionamento linear entre dois

atributos.

Trata-se de uma medida de relacao entre dois atributos, embora

correlacao nao implique causalidade

— Duas variaveis podem estar altamente correlacionadas e nao
existir relacao de causa e efeito entre elas.

Em muitas aplicacdes duas ou mais variaveis estao relacionadas,

sendo necessario explorar a natureza desta relacao

— Correlacao muito proxima de 1 ou de -1 indica relacio linear
entre dois atributos.

— Nesse caso € possivel ajustar um modelo que expresse tal
relacao

— Esse é o0 objetivo da analise de regressao.
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Correlacao
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Analise da Regressao

Objetivo: Determinar o modelo que expressa esta relacao
(modelo de regressao) a qual € ajustada aos dados

* Permite construir um modelo matematico que
representa dois atributos (x e y)

« yv=1(x), em que f(.) € a funcido que relaciona x ey

* X € a variavel independente da equacao

« y & a variavel dependente das variacoes de $x$
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Analise da Regressao

 Esse modelo pode ser usado
para predizer o valor de y para
um dado valor de x

Realizar previsdes sobre
um comportamento futuro
de algum fenbmeno da
realidade.

Extrapolar para o futuro
relacdes de causa-efeito
entre as variaveis, ja
observadas no passado.
Cuidado com a
extrapolacao

Mas em toda a minha experiéncia
nunca estive em nenhum
acidente... de qualquer tipo digno
de mencdo. SO vi uma unica
embarcacdo em perigo em todos
os meus anos no mar. Nunca vi

um naufragio nem nunca
naufraguei, tampouco enfrentei
qualquer contratempo que
ameacasse terminar em qualquer
tipo de desastre.
E.].Smith, 1907, capitiao, RMS
Titanic
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Analise da Regressao

« Aanalise de regressao compreende dois tipos basicos:
— Linear
— Linear Multipla
— Nao Linear
 Modelos exponenciais
 Modelos logisticos
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Regressao Linear

« Considera que a relacdo da resposta as variaveis € uma fungao
linear de alguns parametros

4
Datapoints
Regression

0.2 04 0.6 0.8 1.0

* Modelos de regressao linear sao frequentemente ajustados usando
a abordagem dos minimos quadrados.



Meétodo dos Minimos Quadrados

« Sejaaequagcaodaretay=ax+b(ouy=a+f3x)que modela a
relacao entre uma variavel independente e uma variavel
dependente.

« Seja um conjunto de n pontos de dados conhecidos:

D= {(z1,91), (z2,92),-- -, (N2, yn)}

» O objetivo é encontrar os coeficientes a e b para o modelo que
minimizem a medida de erro quadratico
RSS (Residual Sum of Squares)

RSS = Z?zl (ZJ — yi)2
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Regressao Linear

Line of best fit

Prasnunsane..
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Meétodo dos Minimos Quadrados

* Os parametros da reta podem ser estimados através do
conjunto de dados D usando as seguintes equacoes:

n Z?:l wiyi_Z?:1 Ly Z?:l Y;
2
n Z?:l 33?‘(2?:1 ;)

a —

Z?:l xz2 i= 1 Yi— Z?zl LiY; Z?zl Ly

b = :
n S0, 2t (S0, @)
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Meétodo dos Minimos Quadrados

Exemplo

 Considere os dados da tabela abaixo. Encontre os coeficientes a e
b e calcule a posicao (y) no tempo x = 0,6

T X - tempo (s) Y - posiciio (m)

0,100 0,51
0,200 0,59
0,300 0,72
0,400 0,80
0,500 0,92

- Da tabela acima temos, » & = 1.5 Y xy=1.17
Y y=354 Y 22 =055

 Usando as equacoes anteriores, temos a = 1,08 e b = 0,38
« Desta forma, temos o0 modelo de regressao y = 1,08x + 0,38



Meétodo dos Minimos Quadrados

Exemplo

1,0 - -
1 ®  dados experimentais -
0,9- «— método dos minimos quadrados

~ 0,84 L

é .

3 0,7- >

'g 0,6 -

Q-‘ 4

0,5- -

0,4 -
1™~x,=038m

0,3 e
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Tempo (s)

 Respondendo a questao anterior, para x = 0,6,y = 1,02



Meétodo dos Minimos Quadrados

Modelos de regressao linear nao costumam ser validos
para fins de extrapolacao, ou seja, predizer um valor
fora do dominio dos dados

180 -

"
-
' 4
120+ >

L s
1-- "
o0 » °
.
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Analise de residuos

 Como avaliar a qualidade do modelo?
— Os erros tém distribuicao normal?
— Existem “outliers™ no conjunto de dados?
— O modelo gerado € adequado?

 Podemos responder essas perguntas analisando os
residuos, o qual € dado pela diferenga entre o y. e sua
estimativa y

ei:yi_gi
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Analise de residuos

Outliers
» Construir um histograma de frequéncia dos residuos
« Normalizar de modo a ter meédia zero e desvio 1

7 = £

o

* O histograma de residuos deve ser semelhante a uma normal.

03 04

0.2

00 01
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Analise de residuos

Outliers
» Se 0s erros tiverem uma distribuicao normal,
— Aproximadamente, 95% dos residuos estarao no intervalo de
um desvio padrao da média
» (Caso contrario, deve existir a presenca de “outlier”,
— Ou seja, valores atipicos ao restante dos dados.
* O que fazer com os outliers?

03 04

0.2

00 01
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Coeficiente de Determinacéo ( R?)

Uma forma de avaliar a qualidade de ajuste do modelo.
Indica a quantidade de variabilidade dos dados que o

modelo de regressao € capaz de explicar.
Varia entre 0 e 1, indicando quanto o modelo consegue

explicar os valores observados.

L(vi—9,)°

R =1 2luv)
S )
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Coeficiente de Determinacéo ( R?)

R? —0.44 R? —0.93
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Regressao Linear

Exercicio

 Programa exemplo de regressao usando
scikit-learn: Linear Regression Exampleg

print(__doc_ )

# Code source: Jaques Grobler
# License: BSD 3 clause

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from sklearn import datasets, linear_model

from sklearn.metrics import mean squared error, r2 score

# Load the diabetes dataset
diabetes = datasets.load diabetes()

# Use only one feature
diabetes_X = diabetes.data[:, np.newaxis, 2]

# Split the data into training/testing sets
diabetes_X_train = diabetes_X[:-20]
diabetes_X_test = diabetes_X[-20:]

# Split the targets into training/testing sets
diabetes_y_train = diabetes.target[:-20]
diabetes_y_ test = diabetes.target[-20:]

# Create linear regression object
regr = linear model.linearRegression()

# Train the model using the training sets
regr.fit(diabetes_X_train, diabetes_y_train)

# Make predictions using the testing set
diabetes_y_pred = regr.predict(diabetes_X_ test)

# The coefficients
print('Coefficients: \n', regr.coef_)
# The mean squared error
print("Mean squared error: %.27"
% mean squared error(diabetes_y_test, diabetes_y pred))
# Explained variance score: 1 is perfect prediction
print('Variance score: %.27' % r2 score(diabetes_y_test, diabetes_y_pred))

# Plot outputs
plt.scatter(diabetes_X_test, diabetes_y_ test, color='black')
plt.plot(diabetes_X_test, diabetes_y pred, color='blue', linewidth=3)

plt.xticks(
plt.yticks(

—~—

))
))

plt.show()
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http://scikit-learn.org/stable/auto_examples/linear_model/plot_ols.html#linear-regression-example

Regressao Linear

r n
Exe rc I c I o The coefficients, the residual sum of squares and the variance score are also calculated.

Coefficients:
[938.23786125]

Mean squared error: 2548.07

Variance score: 0.47
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Regressao Linear Multipla

« Aregressao multipla funciona de forma parecida com a
regressao simples

 Leva em consideragao diversas variaveis de entrada x,,

=1, ..., p, Influenciando ao mesmo tempo uma unica
variavel de saida, y

y=Po+ Prx1 + Poxs + ...+ Bpxp + €
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Regressao Linear Multipla

Exemplo:

y =10+ 2x1 + 5x9

00000

« Afuncao de regressao na regressao multipla
chamada de superficie de resposta

« Descreve um hiperplano no espaco p-dimensional das
variaveis de entrada x
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Regressao Linear Multipla

Como calcular a superficie de regressao?
« Usar o método dos minimos quadrados como feito na regressao
linear simples
« Adiferenca é que agora temos um elevado numero de parametros
na forma

y=P0o+ B1x1 + B2+ ...+ Bpxyp + €

« Solucao: Expressar as operacdes matematicas utilizando notacao
matricial

Y1 1 x31 Xp1 Bo €
Y2 - 1 Xq12°" xpz - Bl ik &y

. y=XB+¢€
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Regressao Nao Linear

Em alguns casos o modelo linear pode nao ser o mais adequado.

Muitas aplicagdes biologicas sao modeladas por meio de relagoes

nao lineares.

Por exemplo, padrboes de crescimento podem seguir modelos:

— Exponenciais: onde a populacdo aumenta sem limites

— Logisticos: onde a populagao cresce rapidamente no inicio,
desacelera e se mantem estavel.

- (K)

Populac¢ao (N)

Tempo (t) Tempo (t)
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Meétodo dos Minimos Quadrados
Caso Exponencial

O método dos minimos quadrados pode ser facilmente adaptado
para o caso exponencial, usando logaritmos neperianos.

Nesse caso, 1y = In(y)

A equacao que modela a relacao entre uma variavel independente
e uma variavel dependente € dada por Y = bel®

n Z?:l wz-yi-—Z?zl Ly Z?:l Y;
2
n Z?:l w?—(Z?’zl ;)

a —

b =¥ a2
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Meétodo dos Minimos Quadrados
Caso Exponencial

Exemplo
X y In(y) =y' x2 x*y' 3.5
0 312 11378 0 0 & y=3.122e0%
1 2.091 0.7376 1 0.738 3
2 1402 0.3379 4 0.676
3 094 -0.062 9 -0.186
4 063 -0.462 16 -1.848
5 0422 -0.863 25 -4314
6 0.283 -1.262 36 -7.574
7 019 -1661 49 -11.63
8 0.127 -2.064 64 -16.51
9 0.085 -2465 81 -22.19
10 0.057 -2.865 100 -28.65
SUM 55 9.347 -9.49 385 -91.47
AVG 5 -0.863 -8.316




Regressao Logistica

Exemplo

Considere que alguém queira comprar uma casa e esta na busca
por um financiamento.

Os bancos mantém para cada cliente um score, que varia de 300
a 850

Suponha que um dado cliente tem um score de 720 e gostaria de
saber qual € a probabilidade de ter seu crédito aprovado pela
instituicao financeira.

Esse cliente encontrou ainda dados de 1000 clientes com seus
respectivos escores, que tiveram seus pedidos aprovados ou nao.
Notem que nesse caso a variavel y é dicotbmica

— Aprovado (1)

— Negado (0)
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Regressao Logistica

Exemplo

B

655
692
681
663
688
693
699
699
683
698
655
703
704
745
702

PRPORORRORRREROODO

0.0 ASEEHOESTENEENRED

300 400 500 600 700 800

Note que a distribuicao dos dados € diferente (binomial).

O modelos de regressao vistos até entido nao funcionam nesse
caso.

Solucao: Regressao Logistica

900

93



Regressao Logistica

A regressao logistica tem como obijetivo:

Modelar a probabilidade de um evento ocorrer dependendo dos
valores das variaveis independentes.

Estimar a probabilidade de um evento ocorrer (e também de nao
ocorrer) para uma dada observacao.

Pode ser usada como um classificador, atribuindo uma classe ao
padrao de entrada.

— No nosso exemplo, crédito aprovado ou reprovado.
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Regressao Logistica

A variavel dependente na regressao logistica segue
a distribuicao de Bernoulli.

Distribuicao discreta de espaco amostral {0,1} que tem
probabilidade de sucesso p e falha q=1-p

Na regressao logistica estimamos p para qualquer combinacao
linear das variaveis independentes.

—
L 1 e :
= s : /
os/
/°'4 sigmoid function curve
“S” curve
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Regressao Logistica

Isso pode ser alcangado ajustando o seguinte modelo

(fungao logistica)

MLE (Maximum Likehood Estimation) é usada para estimar os
coeficiente do modelo.

s —1 1 ea 08
ogiae(@)s 1+e ¢ - 1+ e%

* sigmoid function curve
“S” curve
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Regressao Logistica

1.0 @

— — — —

— — — — —

300 400 500 600 700 800 900
FICOscore

Esse modelo diz basicamente que a probabilidade de conseguir
crédito sobre em funcao do score
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Regressao Logistica

Exercicio
 Programa exemplo de regressao usando
scikit-learn: Logistic Function

s

print(__doc_ ) # and plot the result

plt.figure(1, figsize=(4, 3))

plt.clf()
# Code source: Gael Varoquaux plt.scatter(X.ravel(), y, color='black',6 zorder=20)
# License: BSD 3 clause X_test = np.linspace(-5, 10, 300)

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt def model(x):
return 1 / (1 + np.exp(-X))

loss = model(X_test * clf.coef_ + clf.intercept_).ravel()

from sklearn import linear_model : 5
plt.plot(X_test, loss, color='red', linewidth=3)

# this 1is our test set, it's just a straight line
# Gaussian noise

xmin, xmax = -5, 5

n_samples = 100

np.random.seed(0Q)

ols = linear model.linearRegression()

ols.Tit(X, y)

plt.plot(X_test, ols.coef_ * X_test + ols.intercept_, linewidth=1)
plt.axhline(.5, color='.5")

X = np.random.normal(size=n_samples) A

, plt.ylabel('y')
y = (X > 0).astype(np.float) plt.xlabel('X')
X[X > 0] *= 4 . plt.xticks(range(-5, 10))
X += .3 * np.random.normal(size=n_samples) plt.yticks([@, 0.5, 1])

_ plt.ylim(-.25, 1.25)

X = X[:, np.newaxis] plt.xlim(-4, 10)
# run the classifier plt.legend(('Logistic Regression Model', 'Linear Regression Model'),
clf = linear model.logisticRegression(C=1e5) loc="lower right", fontsize='small')
clf.Tit(X, y) plt.show()
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Regressao Logistica

Exercicio
 Programa exemplo de regressao usando
scikit-learn: Logistic Function

1.0
0.0 - m== | 0gistic Regression Model
—— Linear Regression Model

~4-3-2~1 0 12 3456 7T 8 9
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