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Tipos de Problemas na
Andlise de Algoritmos

N Anélise de um algoritmo particular.

a Qual é o custo de usar um dado algoritmo para resolver
um problema especifico?
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Tipos de Problemas na
Andlise de Algoritmos

n  Andlise de um algoritmo particular.
a Qual é o custo de usar um dado algoritmo para resolver
um problema especifico?
a Caracteristicas que devem ser investigadas:

9 andlise do nimero de vezes que cada parte do
algoritmo deve ser executada,

a estudo da quantidade de meméria necessaria.
q
n Andlise de uma classe de algoritmos.

a Qual é o algoritmo de menor custo possivel para
resolver um problema particular?

a Toda uma familia de algoritmos é investigada.

a Procura-se identificar um que seja o melhor possivel.

a Coloca-se limites para a complexidade computacional
dos algoritmos pertencentes a classe.

n
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Medida do Tempo de Execugao

de um Programa
n O projeto de algoritmos é fortemente influenciado

pelo estudo de seus comportamentos.

n Depois que um problema é analisado e decisdes de
projeto séo finalizadas, é necessario estudar as
vérias opgoes de algoritmos a serem utilizados,
considerando os aspectos de tempo de execugédo e
espaco ocupado.

n Muitos desses algoritmos s&o encontrados em areas
como pesquisa operacional, otimizagéo, teoria dos
grafos, estatistica, probabilidades, entre outras.
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Tipos de Problemas na
Andlise de Algoritmos

N Anélise de um algoritmo particular.
a Qual € o custo de usar um dado algoritmo para resolver
um problema especifico?
a Caracteristicas que devem ser investigadas:
a andlise do nimero de vezes que cada parte do
algoritmo deve ser executada,
a estudo da quantidade de meméria necessaria
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Custo de um Algoritmo

n  Determinando o menor custo possivel para resolver problemas
de uma dada classe, temos a medida da dificuldade inerente
para resolver o problema.

n Quando o custo de um algoritmo é igual ao menor custo
possivel, o algoritmo é é6timo para a medida de custo
considerada.

n Podem existir varios algoritmos para resolver o mesmo
problema.

n  Se a mesma medida de custo é aplicada a diferentes algoritmos,
entdo é possivel compara-los e escolher o mais adequado.

© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
Dados I



““Medida do Custo pela Execucéo do
Programa

n  Tais medidas sdo bastante inadequadas e os resultados jamais devem
ser generalizados:

a os resultados séo dependentes do compilador que pode favorecer
algumas construcdes em detrimento de outras;

a  os resultados dependem do hardware;

a quando grandes quantidades de memédria sédo utilizadas, as medidas de
tempo podem depender deste aspecto.

n  Apesar disso, ha argumentos a favor de se obterem medidas reais de
tempo.

a  Ex.: quando ha varios algoritmos distintos para resolver um mesmo tipo
de problema, todos com um custo de execucéo dentro de uma
mesma ordem de grandeza.

a  Assim, sdo considerados tanto os custos reais das operages como os
custos ndo aparentes, tais como alocagdo de memoéria, indexagéo,
carga, dentre outros.

n
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Funcao de Complexidade

n  Para medir o custo de execugéo de um algoritmo é comum definir uma
fungéo de custo ou fungédo de complexidade f.

n  f(n) é a medida do tempo necessario para executar um algoritmo para
um problema de tamanho n.

n  Fungdo de complexidade de tempo: f(n) mede o tempo necessario
para executar um algoritmo em um problema de tamanho n.

n  Fungdo de complexidade de espaco: f(n) mede a memoria necessaria
para executar um algoritmo em um problema de tamanho n.

s

Utilizaremos f para denotar uma fungéo de complexidade de tempo

daqui para a frente.

n  Acomplexidade de tempo na realidade nédo representa tempo
diretamente, mas o nimero de vezes que determinada operagéo
considerada relevante é executada.

n
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- Exemplo: maior elemento

n Considere o algoritmo para encontrar o maior elemento de um
vetor de inteiros A[n]; n = 1.

n int Max(int* A, int n) {
int i, Temp;

El

Temp = A[0];
for (i = 1; i < n; i++)
if (Temp < A[i])
Temp = A[i];
return Temp;

}

5 5 3 3

n Seja fuma fungdo de complexidade tal que f(n) é o nimero de
comparagdes entre os elementos de A, se A contiver n
elementos.

n Logo f(n)=n-1
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Medida do Custo por meio
de um Modelo Matematico

n Usa um modelo matematico baseado em um computador
idealizado.

n Deve ser especificado o conjunto de operagfes e seus custos de
execugdes.

nE mais usual ignorar o custo de algumas das operagdes e
considerar apenas as operagdes mais significativas.

n  Ex.: algoritmos de ordenagédo. Consideramos o nimero de
comparacgoes entre os elementos do conjunto a ser ordenado
e ignoramos as operacdes aritméticas, de atribuicdo e
manipulagbes de indices, caso existam.
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: maior elemento

n Considere o algoritmo para encontrar o maior elemento de um
vetor de inteiros A[n]; n = 1.
n

int Max(int* A, int n) {

n int i, Temp;
n

Temp = A[0];
n for (i ;i
n
n

return Temp;
n

n Seja f uma fungéo de complexidade tal que f(n) € o nimero de
comparagOes entre os elementos de A, se A contiver n

elementos.
n  Qual a funcdo f(n)?
© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
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Exemplo: maior elemento

n Teorema: Qualquer algoritmo para encontrar o maior
elemento de um conjunto com n elementos, n > 1,
faz pelo menos n - 1 comparacdes.
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n Teorema: Qualquer algoritmo para encontrar o maior
elemento de um conjunto com n elementos, n > 1,
faz pelo menos n -1 comparagées.

n Prova: Cada um dos n - 1 elementos tem de ser
investigado por meio de comparagées, que € menor
do que algum outro elemento.
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Exemplo: maior elemento

n Teorema: Qualquer algoritmo para encontrar o maior
elemento de um conjunto com n elementos, n > 1,
faz pelo menos n -1 comparacdes.

n Prova: Cada um dos n - 1 elementos tem de ser
investigado por meio de comparagées, que € menor
do que algum outro elemento.

a Logo, n-1 comparagdes sdo necessarias

O teorema acima nos diz que, se o nimero de
comparagdes for utilizado como medida de custo,

entéo a fungdo Max do programa anterior € 6tima.

n
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Melhor Caso, Pior Caso e

Caso Médio
n Melhor caso: menor tempo de execucgéao sobre

todas as entradas de tamanho n.

n Pior caso: maior tempo de execugo sobre todas
as entradas de tamanho n.

a Se f é uma fungdo de complexidade baseada na anélise
de pior caso, o custo de aplicar o algoritmo nunca é
maior do que f(n).

n Caso médio (ou caso esperado): média dos
tempos de execucgéo de todas as entradas de
tamanho n.

n
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Exemplo: maior elemento

n Teorema: Qualquer algoritmo para encontrar o maior
elemento de um conjunto com n elementos, n > 1,
faz pelo menos n -1 comparacdes.

n Prova: Cada um dos n - 1 elementos tem de ser
investigado por meio de comparagdes, que é menor
do que algum outro elemento.

a Logo, n-1 comparagdes sdo necessarias
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Tamanho da Entrada de
n A medida do custo de[gécq?Qdee um algoritmo

depende principalmente do tamanho da entrada dos
dados.

n E comum considerar o tempo de execucéo de um
programa como uma funcdo do tamanho da entrada.

n Para alguns algoritmos, o custo de execugéo é uma
funcdo da entrada particular dos dados, ndo apenas
do tamanho da entrada.

n No caso da fungdo Max do programa do exemplo, o
custo é uniforme sobre todos os problemas de
tamanho n.

n Ja para um algoritmo de ordenagé&o isso néo ocorre: se
os dados de entrada ja estiverem quase ordenados,
entdo o algoritmo pode ter que trabalhar menos.

© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
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nalise de Melhor Caso, Pior

n Naanalise do caso médio esperado, supde-se umadistribuicéo de
probabilidadg SQ@SﬂuM.&dlﬂs de tamanhone o

custo médio é obtido com base nessa distribuic&o.

n Aandlise do caso médio é geralmente muito mais dificil de obter do

que as andlises do melhor e do pior caso.

n E comum supor uma distribuigéo de probabilidades em que todas

as entradas possiveis sdo igualmente provaveis.

n  Na prética isso nem sempre é verdade.
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“Exemplo - Registros de um

n Considere o prof)%alr‘nq]ﬁ}%‘é%ssar 0s registros
de um arquivo.

n Cada registro contém uma chave Unica que é
utilizada para recuperar registros do arquivo.

n O problema: dada uma chave qualquer,
localize o registro que contenha esta chave.

n O algoritmo de pesquisa mais simples é o que
faz a pesquisa sequencial.
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“Exemplo - Registros de um
n Sejafuma fungéo de M&H&V&ue f(n) é o nimero de

registros consultados no arquivo (nUmero de vezes que a
chave de consulta é comparada com a chave de cada
registro).
a melhor caso:

a registro procurado é o primeiro consultado
q
a pior caso:

q

9 caso médio:
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Exemplo - Registros de um
n  Seja f uma fungéo de AEM\QQ@ f(n) é o nimero de

registros consultados no arquivo (nimero de vezes que a
chave de consulta é comparada com a chave de cada registro).
a melhor caso:

a registro procurado € o primeiro consultado

a f(n)=1
a pior caso:

a registro procurado é o Ultimo consultado ou ndo

esta presente no arquivo;

a caso médio:
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n Sejaf uma fungédo de AHQM&E‘{Q}U& f(n) € o nimero de

registros consultados no arquivo (nimero de vezes que a
chave de consulta é comparada com a chave de cada
registro).

a melhor caso:

q

a pior caso:

q

a caso médio:
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— Exemplo - Registros de um
n Sejaf uma fungédo de AHQM&E‘{Q}U& f(n) € o nimero de

registros consultados no arquivo (nimero de vezes que a
chave de consulta é comparada com a chave de cada
registro).
a melhor caso:
a registro procurado é o primeiro consultado
a fin)=1
a pior caso:

q

a caso médio:
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Exemplo - Registros de um
n Seja f uma fungédo de CAE%L%QUE f(n) é o nimero de

registros consultados no arquivo (nimero de vezes que a
chave de consulta é comparada com a chave de cada registro).
a melhor caso:

a registro procurado é o primeiro consultado

a f(n)=1
a pior caso:

a registro procurado é o Ultimo consultado ou ndo

esta presente no arquivo;

a f(n)=n

9 caso médio:
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Exemplo - Registros de um

n No estudo do cé%g g]élollg(\)/amos considerar
que toda pesquisa recupera um registro.

n Se p; for a probabilidade de que o i-ésimo
registro seja procurado, e considerando
gue para recuperar o i-ésimo registro sdo
necessarias i comparagoes, entao:

f(n)=1xp;+2xp,+3xps+..+nxp,
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“Exemplo - Registros de um
n Para calcular f(n) é;‘fl‘gc%vev%r a distribuicéo de

probabilidades p;.

n Se cada registro tiver a mesma probabilidade de ser
acessado que todos os outros, entéo

n

pi=1/n,1<i<n

n
n Nesse caso:
nofn)=Li14+2+3+ 4m)=1

n
n

nn+1)\ _ n+l
2 - 72

n A analise do caso esperado revela que uma
pesquisa com sucesso examina
aproximadamente metade dos registros.

&pavid Menotti Algoritmos e Estruturas de
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Exemplo - Maior e Menor
, Elemento (1)
n Considere o problema de encontrar o maior e 0 menor
elemento de um vetor de inteiros A[n]; n > 1.
n Um algoritmo simples pode ser derivado do algoritmo
apresentado no programa para achar o maior elemento.
void MaxMini(int* A, int n, int* pMax, int* pMin)
int i;
*pMax = A[0];
*pMin = A[0];
for (i =1; i < n; i++) {
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];
if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];

}
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" Exemplo - Registros de um

n Para calcular f(n) é;l‘ﬂ:%‘é%r a distribuicdo de
probabilidades p;.

n Se cada registro tiver a mesma probabilidade de ser
acessado que todos 0s outros, entdo

n pi=1/n,1<i<n
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~Exemplo - Registros de um
n  Seja fuma funcédo de coM%LYUQf{n) é o nimero de registros

consultados no arquivo (nimero de vezes que a chave de consulta é
comparada com a chave de cada registro).
a melhor caso:
a  registro procurado é o primeiro consultado
a f(n)=1
a pior caso:
a registro procurado é o Ultimo consultado ou nédo esta
presente no arquivo;
a f(n)=n
a caso médio:
a f(n)=(n+1)/2.

© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
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" Qual a funcao de complexidade
para MaxMinl?

void MaxMini(int* A, int n, int* pMax, int* pMin)

int i;

*pMax = A[0];
*pMin = A[0];
for (i=1; i i

(A[i] > *pMax) *pMax
(A[i] < *pMin) *pMin

PEY i2#(n-1)
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Dados I



““Qual a fungdo de complexidade
para MaxMinl?

void MaxMini(int* A, int n, int* pMax, int* pMin)

{
int i;
*pMax = A[0];
*pMin = A[0];
for (i =1; i < n; i++) {
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];
if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];
}

n Seja f(n) o nUmero de comparagdes entre 0s
elementos de A, se A contiver n elementos.

n Logo f(n) = 2(n-1) para n > 0, para o melhor
caso, pior caso e caso médio.
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Dados II
s
e
UFPR

~Qual a funcdo de complexidade
para MaxMin2?

void MaxMin2(int* A, int n, int* pMax, int* pMin) {

int i;
Max = A[@];
Min = A[@];

for (i =1; i < n; i++) {
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];
else if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];
}
}

© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
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ual a funcao de complexidade
o para MaxMin2?

void Maxl int* A, int n, int* pMax, int* pMin) {

int i;

Max = A[@];
Min = A[@];
for (i =1; i < n; i++) {
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];
else if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];

Melhor caso:
a quando os elementos estdo em ordem crescente;

Pior caso:

a
Caso médio:

© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
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Exemplo - Maior e Menor
Elemento (2)

n MaxMinl pode ser faciimente melhorado: a

comparacéo A[i] < *pMin s6 é necessaria quando a

comparacéo A[i] > *pMax da falso.

n
void MaxMin2(int* A, int n, int* pMax, int* pMin) {
int i;
*pMax = A[0];
*pMin = A[0];
for (i =1; i < n; i++) {
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];
else if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];
}
© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
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“"Qual a funcdo de complexidade
ara MaxMin2?

void MaxMin2¥2nt‘ A, int n, int* pMax, int* pMin) {

int i;
Max = A[@];
Min = A[0];

for (i =1; i < n; i++) {
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];
else if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];

Melhor caso:
q

Pior caso:

Caso médio:

q
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~Qual a funcdo de complexidade
ara MaxMin2?

void MaxMin2¥2nt‘ A, int n, int* pMax, int* pMin) {

int i;
Max = A[0];
Min = A[0];

for (i =1; i < n; i++) {
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];
else if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];

Melhor caso:
a quando os elementos estdo em ordem crescente;
@ fn)=n-1

Pior caso:

q
Caso médio:
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(_)ual a funcao de complexidade
ara MaxMin2?

void MaxMin2(int* A, int n, int* pMax, int* pMin) {

int i;
Max = A[@];
Min = A[@];

for (i =1; i < n; i++) {

if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];

else if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];
}

Melhor caso:
a quando os elementos estdo em ordem crescente;
a finj=n-1
Pior caso:
a quando os elementos estdo em ordem decrescente;

Caso médio:

a
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““Qual a funcao de complexidade
ara MaxMin2?

void MaxMin2(int* A, int n, int* pMax, int* pMin) {

int i;
Max = A[@];
Min = A[@];

for (i =1; i < n; i++) {
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];
else if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];

Melhor caso:
a quando os elementos estdo em ordem crescente;
a finj=n-1

Pior caso:
a quando o maior elemento € o primeiro no vetor;

a  No caso médio, Afi] € maior do que Max a metade das vezes.

a
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~ Qual a funcao de complexidade
ara MaxMin2?

void MaxMin2(int* A, int n, int* pMax, int* pMin) {

int i;
Max = A[@];
Min = A[@];

for (i =1; i < n; i++) {
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];
else if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];

Melhor caso:
a quando os elementos estdo em ordem crescente;
a f(n)=n-1
Pior caso:
a  quando o maior elemento € o primeiro no vetor;
a f(n)=2(n-1)
Caso mé

a  No caso médio, Afi] € maior do que Max a metade das vezes.
O f(n)=3n/2 - 3/2

a
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ual a funcao de complexidade
ara MaxMin2?

void MaxMin2¥2nt* A, int n, int* pMax, int* pMin) {

int i;
Max = A[@];
Min = A[0];

for (i =1; i <n; i++) {

if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];

else if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];
}

Melhor caso:
a quando os elementos estdo em ordem crescente;
a fi(nj=n-1
Pior caso:
a quando o maior elemento é o primeiro no vetor;
@ fn)=2(n-1)
Caso médio:

q
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‘Qual a fungao de complexidade
ara MaxMin2?

void MaxMin2¥2nt‘ A, int n, int* pMax, int* pMin) {

int i;
Max = A[@];
Min = A[0];

for (i =1; i < n; i++) {
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];
else if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];

Melhor caso:
a quando os elementos estdo em ordem crescente;
a fi(nj=n-1
Pior caso:
a quando o maior elemento é o primeiro no vetor;;
a fin)=2(n-1)
Caso médio:
a  No caso médio, A[i] € maior do que Max a metade das vezes.
a fin)=n-1+(n-1)2=3n/2-3/2

q
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Exemplo - Maior e Menor
mento

n Considerando o nimero de comparag6es re)alizadas, existe a
possibilidade de obter um algoritmo mais eficiente:

1. Compare os elementos de A aos pares, separando-os em
dois subconjuntos (maiores em um e menores em
outro), a um custo de n/20 comparagoes.

2. O méaximo é obtido do subconjunto que contém os maiores
elementos, a um custo de In/20 -1 comparagées

3. O minimo é obtido do subconjunto que contém os menores
elementos, a um custo de 0n/20 -1 comparacdes

© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
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Exemplo - Maior e Menor
Elemento (3)

n  Considerando o nimero de comparagdes réalizadas, existe a
possibilidade de obter um algoritmo mais eficiente:

1. Compare os elementos de A aos pares, separando-os em
dois subconjuntos (maiores em um e menores em
outro), a um custo de In/20 comparagoes.

2. O maximo é obtido do subconjunto que contém os maiores
elementos, a um custo de (n/20 -1 comparagdes

3. O minimo é obtido do subconjunto que contém os menores
elementos, a um custo de In/20 -1 comparacdes

(o o o o ) = Contém o maximo
| | |
(o6 & 9o & ) - Contém o minimo
© David Menotti Algoritmos e Estruturas de

Dados II

Exemplo - Maior e Menor
Elemento (3).

void MaxMin3(int* A, Int m, int* pMax, int*
int i, FimDoAnel;

if ((n % 2) > 0)
{ A[n] = A[n - 1]; FimDoAnel = n; }
else FimboAnel = n - 1;

if (A[0] > A[1]) { *pMax = A[0]; *pMin = A[1]; }—+ Comparacdo 1
else { *pMax = A[1]; *pMin = A[0]; }

for (i=3;i<=FimDoAnel;i+=2)
%f (A[i - 1] > A[i]) ———~Comparagéo 2

if (A[i - 1] > *pMax) *pMax = A[i - 1];
if (A[i] < *pMin) *pMin = A[i];

——=~Comparacéo 3
———*~Comparacéo 4
else

if (A[i - 1] < *pMin) *pMin = A[i - 1]; -
if (A[i] > *pMax) *pMax = A[i];  —=Comparacéo 3
} —*~Comparacéo 4
}

© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
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‘ :( Jual a funcao de complexidade

para MaxMin3?
n Quantas comparacdes séo feitas em

MaxMin3?
a 12 comparacéo feita 1 vez
a 22, comparacao feita n/2 — 1 vezes

a 32. e 43 comparacdes feitas n/2 — 1
vezes

© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
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~~ Qual a funcao de complexidade

para este novo algoritmo?

n Os €lementos de A sdo comparados dois a dois. Os
elementos maiores sdo comparados com *pMax e
os elementos menores sdo comparados com *pMin.

n Quando n é impar, o elemento que esta na posicdo
A[n-1] é duplicado na posigdo A[n] para evitar um
tratamento de exceg&o.

n Para esta implementagéo:

R R g Al

no pior caso, melhor caso e caso médio
n
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B T

UF ~ .
““Qual a funcdo de complexidade
para MaxMin3?
n Quantas comparacdes sdo feitas em
MaxMin3?

=
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~Qual a funcdo de complexidade

para MaxMin3?
n Quantas comparagfes séo feitas em

MaxMin3?

a 12, comparagdo feita 1 vez

a 23, comparagao feita n/2 - 1 vezes

a 32, e 42, comparag0es feitas n/2 — 1 vezes

n
fn)=1+n2-1+ 2*(/2-1)
f(n)=(3n-6)/2+1
f(n)=3n2-3+1=3n2-2
n

Dados I



Comparacao entre os
Algoritmos

n Atabela apresenta uma gmpara(;éo entre os algoritmos dos
programas MaxMinl, MaxMin2 e MaxMin3, considerando o
nimero de comparagdes como medida de complexidade.

n  Os algoritmos MaxMin2 e MaxMin3 séo superiores ao algoritmo
MaxMinl de forma geral.

n O algoritmo MaxMin3 é superior ao algoritmo MaxMin2 com
relagdo ao pior caso e bastante préximo guanto ao caso

mAAIA
n Os trés f(n)
algoritmos | Melhor caso | Pior caso | Caso médio
MaxMin1 2(n —1) 2(n — 1) 2(n —1)
MaxMin2 n—1 2(m — 1) 3In/2 —3/2
MaxMin3 3n/2—2 3n/2 —2 3n/2—2
© David Menotti Algoritmos e Estruturas de
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Exercicio - Funcao de

Complexidade

void exerciciol (int
n)
{
int i, a;
a=0;i=0;
while (i<n)
{
a+=i;
i+=2;

© David Menotti

void exercicio2 (int n)

int i,j,a;
a=0;
for (i=0; i<n; i++)
for (3=0; j<i; j++)
a+=i+j;

Algoritmos e Estruturas de
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