Matematica Discreta

Exercicios

20 de fevereiro de 2020

Sumario

1 Elementos de Logica

Os exercicios estao classificados de acordo com a seguinte legenda.

-: exercicios de interesse marginal: complementam o assunto de
alguma forma mas podem ser ignorados sem comprometer o
entendimento.

@: exercicios programados para discussao em aula: procure faze-
los antes de serem discutidos em aula.

*: exercicios prioritarios: na impossibilidade de fazer todos, dé
prioridade a estes.

#: exercicios mais dificeis e/ou trabalhosos: nao comece por es-
tes.
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1 Elementos de Loégica

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) “2 S 37).
(b) “10 > 20”.
(C) “xQ S ZIZ'”.

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.
(a) (1<2)e(2<3) = (1<3),

(b) (1<2) = (10 < 30),

(c) 1>2 = 2<3,

(d)1>2 = 2>3.

Sejam P e () os seguintes predicados.
P(z) : x<a2?

Qz,y) + <y’

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) P(2).

(b) P(1/2).

(c) Q(1,1).

(d) R(t) = Q(1,1)

Seja P(x) o predicado “zx < x?”.

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) P(x), para todo z € R.

(b) P(z), para algum z € R.

(c) P(x), para todo z > 1.

(d) P(z), paraalgum 0 < x < 1.

Prove que se A, B e C sao proposicoes, entao
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(a) = A, ou seja, a partir de uma proposi¢ao falsa pode-se
concluir qualquer coisa.

(b) (A = B) = ((ndo B) = ( ndo A)), também conhecida
como contrapositiva da implicacao. Uma “prova de A = B por
contrapositiva” ¢ uma prova de que (( ndo B) = ( ndo A)).

(¢) (A = F) = ndo A, ou seja, uma implicagdo cujo consequente
é falso s6 pode ser verdadeira se o antecedente é falso. Este é o
principio por baixo das “provas por contradi¢ao”.

(d) (A = B)ou(A = C))=(A = (B ou(C)) (distributivi-
dade da disjuncao pela implicagao).

(e) (A = B)e(A = () = (A = (Be()) (distributivi-
dade da conjungao pela implicacao).

f) (B = A)ou(C = A)) = ((BeC) = A) (outra
distributividade).

(g) (B = Ae(C = A) = ((BoulC) = A) (outra
distributividade).

(h) (A = B)e(A = (ndo B))) = ( ndo A) (outra maneira
de expressar o principio por baixo de uma prova por contradi¢ao).

Considere os seguintes predicados.

I(z) = z€Z,
v) = I(z) = I(f(2)),
Qf,x) = I(f(x) = I(x).

Dé um exemplo de funcao g: R — R que

(a) satisfaz o predicado P(g,x), para todo x € R.

(b) nao satisfaz o predicado P(g,z), para todo x € R.
c) satisfaz o predicado ndo (P(g,z), para todo x € R).
)
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satisfaz o predicado Q(g, ), para todo x € R.
e) nao satisfaz o predicado Q(g,x), para todo = € R.
f) satisfaz o predicado ndo (Q(g,x), para todo = € R).



7#. Considere os seguintes predicados.

L(f) lim f(n) = 0,
P(n, f,g.h) = f(n)=g(n)(1+ h(n)),
B(f,g,h) = L(h) e (P(n,f, g,h), paratodon € N),
9)

A(f, = B(f,g,h), para algum h: N — R.

Dé um exemplo de funcoes f,g: N — R que

(a) satisfazem A(f,g).
(b) néo satisfazem A(f, g).
(c) satisfazem ndo A(f,g).

8%. Seja O(f) o seguinte predicado (onde f: N — R).
((n>k = |f(n)] <c), para algum k > 0), para algum ¢ > 0), para todo n > k.

Avalie as seguintes proposicoes justificando cada uma, isto é, apresen-
tando uma prova de se sao verdadeiras ou falsas.

(a) O(n/(n—1)),
(b) O(n),

(c) O(10 + 1/n),
(d) O(logn),

(e) O(42).

9#. Considere os seguintes predicados.

Pi(f,g.¢,n) = |f(n)] < clg(n)],

Py(f,g9,¢,k) = Pi(f,g,¢,n), para todo n > k,

PS(f g,c ) = P2<fagvca k)? para algum k € Na
9) (

O(f, = Ps(f,g,c¢), paraalgum c € R.

Para cada par de funcgoes f, g: N — R, classifique as proposi¢oes abaixo
como verdadeiras ou falsas.



(a) O(f,9), para f(n) =n e g(n) =n
(b) O(g, f), para f(n) = n e g(n) = n’.
(c) O(f,9), para f(n) =n/2 e g(n) =n.
(d) O(g, f), para f(n) =n/2 e g(n) =n.

10%. Sejam D(x,y,d) e M(z,y) os seguintes predicados, respectivamente.
D(:L‘7yad): |ZL‘ - y| < da
M(z,y): x> y.

Use os predicados D(x,y,d) e M(x,y) para expressar os seguintes pre-
dicados.

Ly(f.a.1) hmf()

( —a
Ly(f,0): lim f(z) =
Ls(f, a): 11mf():oo.

(f

Ly(f): hmf(x):oo
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