Matematica Discreta
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Os exercicios estao classificados de acordo com a seguinte legenda.

-: exercicios de interesse marginal: complementam o assunto de
alguma forma mas podem ser ignorados sem comprometer o
entendimento.

@: exercicios programados para discussao em aula: procure faze-
los antes de serem discutidos em aula.

*: exercicios prioritarios: na impossibilidade de fazer todos, dé
prioridade a estes.

#: exercicios mais dificeis e/ou trabalhosos: nao comece por es-
tes.
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1 Elementos de Loégica

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) “2 S 37).
(b) “10 > 20”.
(C) “xQ S ZIZ'”.

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.
(a) (1<2)e(2<3) = (1<3),

(b) (1<2) = (10 < 30),

(c) 1>2 = 2<3,

(d)1>2 = 2>3.

Sejam P e () os seguintes predicados.
P(z) : x<a2?

Qz,y) + <y’

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) P(2).

(b) P(1/2).

(c) Q(1,1).

(d) R(t) = Q(1,1)

Seja P(x) o predicado “zx < x?”.

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) P(x), para todo z € R.

(b) P(z), para algum z € R.

(c) P(x), para todo z > 1.

(d) P(z), paraalgum 0 < x < 1.

Prove que se A, B e C sao proposicoes, entao
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(a) = A, ou seja, a partir de uma proposi¢ao falsa pode-se
concluir qualquer coisa.

(b) (A = B) = ((ndo B) = ( ndo A)), também conhecida
como contrapositiva da implicacao. Uma “prova de A = B por
contrapositiva” ¢ uma prova de que (( ndo B) = ( ndo A)).

(¢) (A = F) = ndo A, ou seja, uma implicagdo cujo consequente
é falso s6 pode ser verdadeira se o antecedente é falso. Este é o
principio por baixo das “provas por contradi¢ao”.

(d) (A = B)ou(A = C))=(A = (B ou(C)) (distributivi-
dade da disjuncao pela implicagao).

(e) (A = B)e(A = () = (A = (Be()) (distributivi-
dade da conjungao pela implicacao).

f) (B = A)ou(C = A)) = ((BeC) = A) (outra
distributividade).

(g) (B = Ae(C = A) = ((BoulC) = A) (outra
distributividade).

(h) (A = B)e(A = (ndo B))) = ( ndo A) (outra maneira
de expressar o principio por baixo de uma prova por contradi¢ao).

Considere os seguintes predicados.

I(z) = z€Z,
v) = I(z) = I(f(2)),
Qf,x) = I(f(x) = I(x).

Dé um exemplo de funcao g: R — R que

(a) satisfaz o predicado P(g,x), para todo x € R.

(b) nao satisfaz o predicado P(g,z), para todo x € R.
c) satisfaz o predicado ndo (P(g,z), para todo x € R).
)
)
)

(

(d
(
(

satisfaz o predicado Q(g, ), para todo x € R.
e) nao satisfaz o predicado Q(g,x), para todo = € R.
f) satisfaz o predicado ndo (Q(g,x), para todo = € R).



7#. Considere os seguintes predicados.

L(f) lim f(n) = 0,
P(n, f,g.h) = f(n)=g(n)(1+ h(n)),
B(f,g,h) = L(h) e (P(n,f, g,h), paratodon € N),
9)

A(f, = B(f,g,h), para algum h: N — R.

Dé um exemplo de funcoes f,g: N — R que

(a) satisfazem A(f,g).
(b) néo satisfazem A(f, g).
(c) satisfazem ndo A(f,g).

8%. Seja O(f) o seguinte predicado (onde f: N — R).
((n>k = |f(n)] <c), para algum k > 0), para algum ¢ > 0), para todo n > k.

Avalie as seguintes proposicoes justificando cada uma, isto é, apresen-
tando uma prova de se sao verdadeiras ou falsas.

(a) O(n/(n—1)),
(b) O(n),

(c) O(10 + 1/n),
(d) O(logn),

(e) O(42).

9#. Considere os seguintes predicados.

Pi(f,g.¢,n) = |f(n)] < clg(n)],

Py(f,g9,¢,k) = Pi(f,g,¢,n), para todo n > k,

PS(f g,c ) = P2<fagvca k)? para algum k € Na
9) (

O(f, = Ps(f,g,c¢), paraalgum c € R.

Para cada par de funcgoes f, g: N — R, classifique as proposi¢oes abaixo
como verdadeiras ou falsas.



(a) O(f,9), para f(n) =n e g(n) =n
(b) O(g, f), para f(n) = n e g(n) = n’.
(c) O(f,9), para f(n) =n/2 e g(n) =n.
(d) O(g, f), para f(n) =n/2 e g(n) =n.

10%. Sejam D(x,y,d) e M(z,y) os seguintes predicados, respectivamente.
D(l‘7yad): |ZL‘ - y| < da
M(z,y): x> y.

Use os predicados D(x,y,d) e M(x,y) para expressar os seguintes pre-
dicados.

Li(f.a.1) ggf()
Lo(f.1): lim f(z) =
Lo(, >hmf<>:oo.
Li(f): lim f(z) = oo

2 Conjuntos e Inteiros

11®. Seja A um conjunto finito e seja B C A. Prove que

A=(A-B)UB,

12. Sejam A, B e C' conjuntos finitos. Prove que

(AUB)NC=(ANnC)u(BNQO),

13#. Seja A um conjunto e seja k € N. Vamos denotar por (’2) o conjunto
dos subconjuntos de k elementos de A, isto é,

(Z‘)z{SgAHﬂ:k}-



Dado a € A, sejam

)
a— (A,
A = {Su{a}|SeAt).

A —
— A" U4
() =3

14. Dados f,g: A—>Ce X C AeceC,éverdade que
(a)

Prove que

Hc:c|X|?

(b)
II F@) +9@) =] r@ + [ 9(=)?
()
> fla)glx) = (Z f(w)) (Z g(x)) ?
Justifique.

3 Aproximacao Assintdética

15, A Série Harmoénica é a série dada por
1

H(n) =)~
i=1

A diferenca H(n) — Inn converge e seu limite é conhecido como cons-
tante de Fuler—Mascheroni, isto é,

lim H(n)—Inn =~ := 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992.. . .

Prove que
H(n) ~1Inn.
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16°. Prove que

(a) Prove que
(b)

(c) A partir da aproximagao de Stirling,

n n
n! ~V2mn (—) ,
e

prove que
log, n! =~ nlog,n, para todo b > 1.

(d) Use o resultado do Exercicio 16¢ para provar que

Zlogbi ~ nlog,n, para todo b > 1
=1

(e)
lgn =~ |lgn]| = [lgn]

17. A partir da aproximacao de Taylor

n %

T
Z — & ¢€”, para todo x € C,

7!
i=0

conclua que

18. Seja P: N — R dado por
P(n) = agn® + ain* + agn® + ... + axn”,

com ay # 0, um polinomio de grau k.

Prove que
P(n) ~ aink.
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237,
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Prove que

1+v5\" (1-v5)" _[(1+v5)
2 a 2 - 2
Prove que

535 (1—\/5>"+5+3\/5 <1+\/5>"_1%5+3\/5 (1+\/5>n

10 2 10 2 10 2

Seja c € C —{0,1} e seja

Prove que

(a) se ¢ > 1, entao s(n) = <

(b) se 0 < ¢ < 1, entdo s(n) ~ .

Sejam F, f,g,h: N — R e ny € N tais que F(n) = f(n), F'(n) = h(n),
e
f(n) < g(n) < h(n), para todo n > ng,

Prove que, neste caso,

F~f~rg~h.

Sejam f,g: N — R. Prove que f(n) = g(n) se e somente se existe
e: N — R tal que

f(n) = g(n)(1 +(n)),

lime(n) = 0.

Prove que ~ é uma relacao de equivaléncia sobre o conjunto das fungoes
N — R.



25%. A partir da observacao de que

lg(z) _o-C

lg(x+1)\ o T

\ Y

‘Y

- =
- -
- -
P -
-

/ log, (z)dx < Zlogbz’ < / log, (z + 1)dz.
1

i=1 0
prove que
Z log, 7 =~ nlog, n.

=1



4 Piso e Teto
26. E verdade que | f(n)] ~ f(n) para toda f: N — R? Justifique.

27. E verdade que Y7, | f(i)] = 321, f(i) para toda f: N — R? Justifi-
que.

28%. A soma

n

> s (1)

=1

aparece com certa frequéncia em aplicagoes ligadas a computagao.

(a) Prove que, dado k € N, temos
|lgi| = k para todo i € [2F..251 —1].

(b) Use esta observacdo para agrupar convenientemente os termos em
(1).
(c) Prove que'

n

> lgi] =n|lgn] — (2" — |lgn] —2).

i=1

(d) Prove que

n n

Z llgi| ~ Zlgz’.

i=1

(e) Prove que’

Z llgi| =~ nlgn.

i=1
(f) Prove que

lgn! ~nlgn.

(g) As proposicoes acima podem ser generalizadas para logaritmos em
outras bases além de 27 Como?

!Sugestao: use o resultado do Exercicio 36 e o fato de que Y- 2" = 2" (n—1)+2.
2Sugestao: use o resultado do Exercicio 36
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29*.  Prove que [z] é o unico inteiro que satisfaz
r<[zr] <z+1,

para todo z € R.
30*. Prove que
[z]+2z=[x+z].
para todo x € R e todo z € Z.
31*. Prove que, para todo n € N,
n+1 [nw
[ J = | —
2 2
n—1 VLJ
[ = | =
2 2

32*. Sejam n,m: Z X Z — Z dadas por

n(a,b) = b—a+1,

m(a,b) = m”J,

Prove que, para todo a,b € Z,

(a) a+ b é par se e somente se n(a,b) é impar.

(b) n(a, m(a,b)) = [@w .

(c) n(m(a,b) +1,b) = {”(‘; b)J |

(d) n(a,m(a,b) — 1) = {MJ .

3

33*. Prove que, para todo = € R,

3Sugestao: Use o Exercicio 31



(a) z — |z] < 1.

(b) [z] —z < L.

(c) |x]| = [z] se e somente se x € Z
(d) ] = [z] €{0,1}.

34*. Prove que
max{k €Z |k <z} =]z —1],

para todo = € R.

35, i
5 < 2[1gnJ <n< 2[1gn'| <.
36%.  (a)
1 n n
2 < oNgn] <l=< ollen] <2
(b) )
LWJ =1, para todo n > 0.
() )
{iJ = 0 se e somente se x > lgn.
(d)

llgn] > [lg(n — 1)] se e somente se n é poténcia de 2.

[lgn] < [lg(n +1)] se e somente se n é poténcia de 2.

lg(n+1)] = |lgn] + 1.

37. Prove que, dados n,k € N,

{nJ n — (n mod k)

Z = e
[gw _ n+kf(n mod k)
k k ’

12



38*.

397 .

40~.

41~

427

43"

Seja f: R — R uma fungao crescente e continua satisfazendo

f(z) € Z = x € Z, para todo = € R.

Prove que

[f([=])] = [f(x)], paratodo x € R.

Seja k um inteiro positivo e seja f: R — R a funcao dada por

Prove que

(a) f uma funcdo continua.
(b) f uma fungao crescente.

(c) f(z) €Z = x €Z, paratodo x € R.

Prove que

(a)

llgn]—1

Z 2! L%J —ollenl 4 1 ~nlgn

(2

Ugn) n
Z 2" {5-‘ —ollenl+1 L 1 ~nlgn
i=0

Se f: A— Beg: B— C sao fungbes continuas, entdo fog: A — C
¢ uma funcao continua.

Sejam A, B,C CRe f: A— Beg: B— C fungoes crescentes. Prove
que fog: A— C é uma funcao crescente.

Sejam A, B,C C R esejam f: A— Beg: B— C fungoes continuas
e crescentes satisfazendo

flzr)€Z — x€Z, paratodoz € A, e
g(r) €Z = x €7, paratodo x € B.
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44~

Prove que

[fog(lz])] = [fog(x)], e
[fog([z])] = [fog(x)],

para todo x € A.

Dizemos que uma funcao f: A C R — R é integralizada se

f(x) €Z — x €Z, paratodo z € A,

Sejam A, B,C C R. Prove quese f: A— B e g: B— (C sao funcoes
integralizadas, entao fog: A — C é uma funcao integralizada.
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