Matematica Discreta

Segunda Prova

10 de fevereiro de 2021

Instrucoes

As respostas devem ser enviadas como um arquivo pdf anexo a uma mensagem de
e-mail.

1. A mensagem deve ser enviada até as 17h40 para menottid@gmail.com (turmas A,
B e C) ou renato.carmo.rcOgmail.com (turma D).

2. A duragao da prova é de 120 minutos. Os 10 minutos restantes até as 17h40 sao
para preparo e envio da mensagem de e-mail.

3. O Subject: da mensagem deve ser “CI1237: Prova 2”;
4. Quanto ao arquivo pdf anexo a mensagem,

(a) onome do arquivo deve ser seu “login” na rede do Departamento de Informatica,
todo em minusculas (por exemplo, jbasi18.pdf);

(b
(c
(d
(e

) as respostas devem estar na mesma ordem das questoes;

) a resposta de cada questao deve iniciar uma péagina nova;

) a resposta de cada questao pode ocupar varias paginas;

) em cada questao, além da resposta, deve ser apresentado o raciocinio que leva
a ela;

(f) caso o arquivo seja produzido com KTEX vocé ganha 10 pontos de bonus;

(g) caso o arquivo seja montado a partir de fotos de folhas manuscritas, por favor,

i. escreva com clareza, bom contraste e boa letra;

ii. cuide para que a fotografia seja feita paralela a superficie do papel.

Durante o periodo de prova o Professor Menotti estard em http://meet.google.com/
eve-qvqgz-usu para esclarecer eventuais duvidas.

Boa prova.
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1. (34 pontos) O Algoritmo de Karatsuba é um algoritmo recursivo para multiplicacao de
inteiros que, para numeros suficientemente grandes, faz menos operagoes aritméticas
do que o algoritmo usual.

A funcao A(n), abaixo, descreve o niimero de operagoes aritméticas na execugao do
Algoritmo de Karatsuba com dois inteiros de n digitos em sua representagao binaria.

Resolva esta recorréncia.

sen =1,
A(n) = {5, sen =2,
BA([1]) +20 [2E], sen>2.

2. (20 pontos) Resolva a seguinte recorréncia.

fn) = {2“, sen < 2,

2fn—=1)—1f(n—=2)+ f(n—3), sen>3.

3. (33 pontos) Resolva a seguinte recorréncia.

f(n) = n?, sen < 2,
VYT =) —12f(n—2) +3", sen>2.

4. (33 pontos) Dé uma expressao livre de somatoérios para

noo.
Z2

5"

=0



1. Temos

f(n) =m(n)f(h(n)) + s(n), para todo n > ng,
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Como
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Além disso,
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2. f(n) satisfaz uma RLH cujo PC é

9 7
X3 2 X214 - X1 = (X—3.6064)(X —(0.44681—0.278667) ) (X —(0.44681+0.27866i))".

27 "2
€
f(n) = a(3.6064)" + b(0.44681 — 0.278664)" + ¢(0.44681 + 0.278661)".

Os coeficientes a, b e ¢ sao dados por

f(0) = a(3.6064)° + b(0.44681 — 0.27866i)" + ¢(0.44681 + 0.27866i)°,
f(1) = a(3.6064)" + b(0.44681 — 0.27866i)" + ¢(0.44681 + 0.27866i)",
f(2) = a(3.6064)% + b(0.44681 — 0.278667)* + (0.44681 + 0.278661 )2,

'Resolucdo de Thiago Henrique Conte



ou seja

= a+b+ec,
a(3.6064) + 5(0.44681 — 0.27866i) + ¢(0.44681 4 0.278664),
3 = a(3.6064) + b(0.44681 — 0.27866i)* 4 c(0.44681 + 0.278661)>.

Portanto

a = 0.247504,b = 0.376248 + 1.38373¢, ec = 0.376248 — 1.38373:

Portanto

£(n) = a(3.6064)" + b(0.44681 — 0.27866:)" + c(0.44681 + 0.278667)"
== 0.247504(3.6064)" + (0.376248 + 1.38373i)(0.44681 — 0.27866/)"
+(0.376248 — 1.38373i)(0.44681 + 0.27866¢)", para todo n € N.

. f(n) satisfaz uma RLnH cujo PC é

(X — 4)(X - 3)G,

onde G é o PC de uma RLH satisfeita por
g(n) =3".

Como
3" = 1n"3",

entao ¢ satisfaz uma RLH cujo PC é

G=(X-3"=(X-23),

e f satisfaz uma RLH cujo PC é

(X =3)(X —4)(X = 3) = (X = 3)*(X —4),

f(n) =a3™ + bn'3" + c4™ = a3" + bn3" + c4".
Os coeficientes a, b e ¢ sao dados por

f(0) = a3°+00.3° + c4°,
f(1) = a3' 4+ 0b1.3" + 4!,
f(2) = a3®+1b2.3% + c4?,

ou seja

0 = a+0b+c,
1 = 3a+ 3b+4c,
4 = 9a+ 180+ 16¢.



Como

a=—c, (1)
entao
1 = —3c+ 3b+4c,
4 = —9c+ 18b+ 16¢,
ou seja,
1 = 3b+c,
4 = 18b+ Tc,
ou seja,

(1) 6 = 18b+ 6c,
(2)4 = 18b+7c,

e fazendo (2)-(1), vem que

c=—-2ea=2
e dai,
1 =3b+(-2),
e portanto,
b=1
Portanto

f(n) =a3"+bn3" +c4" = 2.3" + 1n3" — 2.4" = 3"(n +2) — 2.4", para todo n € N.

1=0
com
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Como \n
_ 2t
gn)=n E

podemos concluir que a fungao s satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo
A . /o ’ 1\24+1 __ 1\3
polinémio caracteristico é (X — 1)(X — )" = (X = 1)(X — ¢)°.

Pelo Teorema 77, temos

s(n) = al™ +bn’5 " + en'5 " 4 dn*5 " = a + b5 " 4+ enb " + dn®57",



onde (a, b, c,d) é dado pela solugao do sistema
(0) = a+b5"+¢.0.5" +d.0%.5°,
s5(1) = a+b5 " +ecl5 P +d1257
(2) = a+b5 2 +c252+d22572
(3) = a+b53+¢3.5%+d3%573,

(1)0 = a+b+0c+0d,

1 1 1 1
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4) 2= = e 2 ey 2y
@) 125 @t 1950 T 125 T 15

fazendo (5)=5x%(2), (6)=25%(3) e (7)=125x(4), vem que,

(1) 0 = la+1b,

(5) 1 = ba+1b+ lc+ 1d,
(6) 9 = 25a+ 1b+ 2c+ 4d,
7

(7) 54 = 125a+ 1b+ 3¢+ 9d,
de (1), vem
a = —b,
e entao substituindo a = —b em (5), (6) e (7), temos

(08) 1 = 4da+ lc+ 1d,
(09)9 = 24a+ 2c+ 4d,
(10) 54 = 124a+ 3c+ 9d,

fazendo (11)=(09)-2x(08) e (12)=(10)-3x(08), vem que,

(11) 7 = 16a+ 0c+ 2d,
(12) 51 = 112a+ Oc + 6d,

fazendo (13)=(12)-3x(11), vem que,

(13) 30 = 64a,
e entao
15 15
a= eb=
32 32

Substituindo @ em (11), vem que



e entdo substituindo a, b e d em (5), vem que

Portanto

s(n) =a+b5"+cn5 "+ dn*5"

15 15 ) 1
=5~ 55—" — §n5_" + Z7125_'”, para todo n € N.



