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Função integralizada

f : D ⊆ R→ R é integralizada em D

f (x) ∈ Z =⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ D

1. f (x) = x/2 é integralizada em R?
sim: x/2 ∈ Z =⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ R

2. f (x) = 2x é integralizada em R?
não: f (1/2) = 2(1/2) = 1 ∈ Z, mas 1/2 /∈ Z

3. f (x) =
√
x é integralizada em D = {x ∈ R | x ≥ 0}?

sim:
√
x ∈ Z =⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ D

4. f (x) = lg x é integralizada em D = {x ∈ R | x ≥ 1}?
sim: lg x ∈ Z =⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ D

5. f (x) = lg x é integralizada em R?
não: f (1/2) = lg(1/2) = −1 ∈ Z, mas 1/2 /∈ Z
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4. f (x) = lg x é integralizada em D = {x ∈ R | x ≥ 1}?
sim: lg x ∈ Z =⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ D
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x é integralizada em D = {x ∈ R | x ≥ 0}?

sim:
√
x ∈ Z =⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ D
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5. f (x) = lg x é integralizada em R?
não: f (1/2) = lg(1/2) = −1 ∈ Z, mas 1/2 /∈ Z



Função integralizada
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x é integralizada em D = {x ∈ R | x ≥ 0}?

sim:
√
x ∈ Z =⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ D
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f : D ⊆ R→ R é integralizada em D

f (x) ∈ Z =⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ D
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1. f (x) = x/2 é integralizada em R?
sim: x/2 ∈ Z =⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ R
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4. f (x) = lg x é integralizada em D = {x ∈ R | x ≥ 1}?
sim: lg x ∈ Z =⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ D
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2. f (x) = 2x é integralizada em R?
não: f (1/2) = 2(1/2) = 1 ∈ Z, mas 1/2 /∈ Z

3. f (x) =
√
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4. f (x) = lg x é integralizada em D = {x ∈ R | x ≥ 1}?
sim: lg x ∈ Z

=⇒ x ∈ Z, para todo x ∈ D
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Teorema 15
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Demonstração.

caso x ∈ Z
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1. dxe = x

2. f (dxe) = f (x)
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Teorema 15, caso x /∈ Z

x

x não é inteiro

f (x)

f (x) é integralizada

bxc

f (bxc)
a

f (x) é cont́ınua e crescentef (x) é integralizada

t

f (t) = a

maior inteiro ≤ f (x)maior inteiro ≤ f (bxc)

bf (x)c bf (bxc)c
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x não é inteiro

f (x)
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f (x) é integralizada

t

f (t) = a

maior inteiro ≤ f (x)maior inteiro ≤ f (bxc)

bf (x)c bf (bxc)c



Teorema 15, caso x /∈ Z

x

x não é inteiro
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t

f (t) = a

maior inteiro ≤ f (x)

maior inteiro ≤ f (bxc)

bf (x)c

bf (bxc)c



Teorema 15, caso x /∈ Z

x

x não é inteiro
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Corolário 16

x ∈ R, k inteiro positivo

⌊
bxc
k

⌋
=
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⌉
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