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Problema: Número de d́ıgitos 1 na representação binária de n.

Seja b : N− {0} → N dada por

b(n) : número de d́ıgitos 1 na representação binária de n.

Ideia:

f (n) =


0, se n = 0,

f
(
n
2

)
se n é par,

f
(
n−1

2

)
+ 1 se n é ı́mpar.

ou mais concisamente

f (n) =

{
0, se n = 0,

f
(⌊

n
2

⌋)
+ (n mod 2) se n > 0.

Teorema 21:
b(n) = f (n), para todo n ∈ N.
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se n é par,

f
(
n−1

2

)
+ 1 se n é ı́mpar.
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Teorema 21: Ex. 77.(a)

Sejam

b(n) : o número de d́ıgitos 1 na representação binária de n.

e f : N→ N a função dada por

f (n) =

{
0, se n = 0,

f
(⌊

n
2

⌋)
+ (n mod 2) se n > 0.

(a) Prove que o número de d́ıgitos 1 na representação binária de n é f (n), para todo
n ≥ 0.



Teorema 21: Ex. 77.(a)

Vamos provar que
b(n) = f (n), para todo n ∈ N,

por indução em n.

HI: Seja a ∈ N tal que

b(k) = f (k), para todo k ∈ [0..a].
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Teorema 21: Ex. 77.(a)

Passo: Vamos provar que
b(a + 1) = f (a + 1)

Para a + 1 > 0, temos da definição de f que

f (a + 1) = f

(⌊
a + 1

2

⌋)
+ ((a + 1) mod 2),

e como
⌊
a+1

2

⌋
∈ [0..a], pela H.I. temos

b

(⌊
a + 1

2

⌋)
= f

(⌊
a + 1

2

⌋)
.

ou seja,

f (a + 1) = b

(⌊
a + 1

2

⌋)
+ ((a + 1) mod 2).
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Teorema 21: Ex. 77.(a)

Passo: ...
Se a + 1 é par, sabemos que

b(a + 1) = b

(⌊
a + 1

2

⌋)
,

ou seja

b(a + 1) = b

(⌊
a + 1

2

⌋)
+ ((a + 1) mod 2)

e, portanto,
f (a + 1) = b(a + 1).
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Se a + 1 é ı́mpar, sabemos que

b(a + 1) = b

(⌊
a + 1

2

⌋)
+ 1,

ou seja

b(a + 1) = b

(⌊
a + 1

2

⌋)
+ ((a + 1) mod 2)

e, portanto,
f (a + 1) = b(a + 1).



Teorema 21: Ex. 77.(a)

Passo: ...
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Teorema 21: Ex. 77.(a)

Base: Vamos provar que
b(0) = f (0).

Basta verificar que, pela definição de b,

b(0) = 0,

e que, pela definição de f ,
f (0) = 0
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Teorema 21: Ex. 77.(b)

Sejam

b(n) : o número de d́ıgitos 1 na representação binária de n.

e f : N→ N a função dada por

f (n) =

{
0, se n = 0,

f
(⌊

n
2

⌋)
+ (n mod 2) se n > 0.

(b) Prove que
f (n) ≤ blg nc+ 1, para todo n > 0.



Teorema 21: Ex. 77.(b)

Dos Exerćıcios 75 e 76 conclúımos que o comprimento da representação binária de n é
blg nc+ 1, para todo n > 0.

Do item anterior conclúımos que f (n) é o número de 1s na representação binária de n,
para todo n > 0.

Segue imediatamente que

f (n) ≤ blg nc+ 1, para todo n > 0.
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